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RESUMO

Um grupoG é dito central-por-finito se o indice do cent® ] Z(G)] é finito. E possivel
caracterizar a classe dos grupos central-por-finito dasamaneiras. Uma dessas, devida
a R. Baer[l9], assegura que um grupo é central-por-finito se, e somerie seimite uma
cobertura finita por subgrupos abelianos. A partir de um Iproa de teoria dos grafos
proposto por Paul Efis, B. H. Neumanrillg, 4.4] caracterizou os grupos central-por-finito
de outra maneira, assegurando que um grupo é central-ffors&) e somente se ele é um
PE-grupo, isto é, um grupo cujo grafo ndo-comutali¢@) ndo possui subgrafos completos
infinitos.

Essas duas caracterizacdes levam a considerar, de maaieiral ntrés indicadores nu-
méricos relacionados a um grupo central por finito. Prim¢@a Z(G)], o indice do centro,
segundoa(G), o numero minimo de subgrupos abelianos necessarios qatia@ grupoG
de forma irredundante, e terceita(G), o tamanho do maior subgrafo completd &), isto
€, o tamanho do maior clique do grdf¢G). Um problema interessante entéo é relacionar
essas trés quantidades, encontrando cotas de uma em fungétrae também determinar
condi¢des sob as quais valem as igualdades. Em geralGladogrupo central-por-finito,
sempre temos que(G) < a(G) < [G : Z(G)] < ¢“©), ondec é uma constante. Além disso,
guandoG é finito, € natural relacionar os indicador&s:[Z(G)], a(G) e w(G) nédo so entre
eles, mas também com a ordemGle

Portanto, neste trabalho vamos estudar as duas caragi®szde grupos central-por-
finito mencionadas anteriormente, relacionar os trés auices numeéricos(G), a(G) e
[G : Z(G)] e apresentar varios exemplos, entre eles a familia deogregtraespeciais de
ordemp®™i,

Palavras-chave: Grupos Central-por-finito, PE-grupos, Coberturas de Gru@oafo
nao-comutativo.



ABSTRACT

A groupG is said to be central-by-finite if the index of the cenr:[Z(G)] is finite. Itis
possible to characterize the class of central-by-finiteigsan many ways. One of them, due
to R. Baerl[L9], guarantees that a gro@pis central-by-finite if and only iG can be covered
by finitely many abelian subgroups. Motivated by a questiomg@aph theory proposed by
Paul Erdbs, B. H. Neumanrillg, 4.4] has characterized central-by-finite groups infeedent
way, ensuring that a grou is central-by-finite if and only ifG is a PE-group, that is, a
group whose non-commuting graplG) contains no infinite complete subgraph.

Both characterizations lead us to consider, in a natural eratiimee numerical indicators
related to a central-by-finite group. FirsG [ Z(G)], the index of the center, secora(G),
the minimum number of abelian subgroups necessary to coggroupG in an irredundant
way, and finally,w(G), the size of the biggest complete subgrapi'@), that is, the size
of the biggest clique of (G). It is interesting, then, to relate those three quantifiesling
bounds of one in function of the other and also determinimgltt@ns under which equalities
hold. In general, for a central-by-finite gro@we have thatv(G) < a(G) < [G : Z(GQ)] <
c“©), wherecis a constant. Besides that, wh@iis finite, it is natural to relate the indicators
[G : Z(G)], a(G) e w(G) not only with each other, but also with the ordeiGaf

Therefore, in this essay we are going to study the two chariaations mentioned above,
relate the three numerical indicates§G), a(G) and [G : Z(G)], and present many examples,
among them, the class of extraspegajroups of ordep®*?.

Keywords: Central-By-Finite Groups, PE-groups, Covering of Groups,¥ammuting
Graph.



INTRODUCAO

SejaG um grupo arbitrario, denotamos pa(G) o centro deG. Uma forma de medir
gquéo "longe" um grupo € de ser abeliano € dada achando o i@&lic&(G)] de Z(G) em
G, ja queG é abeliano se, e somente €& [ Z(G)] = 1. Dizemos qués € um grupo
central-por-finito se o indice do centr@ [ Z(G)] é finito. Um resultado bem conhecido
devido a R. BaeriZ4] caracteriza os grupos central-por-finito como grupos girai@m
uma cobertura finita por subgrupos abelianos, isto é, grqpepodem ser vistos como a
unido de um numero finito de subgrupos abelianos. Uma dagagpkes desse resultado €
Obvia, pois s& € central-por-finito, podemos escolher um transveérsal {ti, ..., t,} para
Z(G) sobreG e considerando os subgrupis= (Z(G), t;), temos qué&s pode ser visto como
a unido den subgrupos abeliands. A outra implicacéo do teorema de Baer é menos Obvia
e segue de um resultado de B. H. Neumat®],[que trata de coberturas finitas de @n
por classes laterais de subgrupos e garante que dada quadeetura de um grup@ por
um numero finito de classes laterais de subgrugposempre é possivel retirar as classes
laterais dos respectivos subgrupos de indice infinito sedepa propriedade de cobertura
deG. Essa observacao aplicada ao nosso caso, garante que dadahsrtura finita d&
por subgrupos abelianos, sempre podemos excluir da mesigeupos de indice infinito,
sem, por isso, perder a propriedade de cobertui@.dgabendo disso, € simples achar um
subgrupo central de indice finito e

Em vista dessa caracterizacdo, d&lom grupo central-por-finito, € natural considerar
0 conceito de cobertura irredundante@eor subgrupos abelianos e definir o nUma(G)
como o tamanho da menor cobertura irredundant® ger abelianos. Em particular, surge
a questdo: dad® um grupo central-por-finito, que relacdo existe entre ocidio centro
n =[G : Z(G)] e a(G)? De fato, B. H. Neumann enilg] observa que se o indice do
centro deG é n, entdoa(G) < n e que a igualdade vale se, e somenta sel. E possivel
também encontrar uma cota superior pardependendo apenas df5), porém a prova
€ mais técnica. De fato é possivel estudar um problema mea$, @& seja, considerar
uma cobertura finita d& por classes laterais de subgrupos. Um caso particular glessa
coberturas é justamente uma cobertura dada por subgrup@ndajnos reduzimos a esse
caso, adicionando algumas condic¢des sobre as interseg®esalijrupos da cobertura acha-
se uma cota do tipn < ¢*°, ondec é uma constante.
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Outra forma de olhar quando um grupo € "distante" de ser aoeGaconsiderando a
relacdo de comutatividade entre pares de elementoS.ede fato,G sera abeliano se, e
somente se para todo paey de elementos d&, temos que ey comutam. Portanto, se um
grupo é abeliano e queremos achar um conjunto (ndo unidi@lementos distintos que
nao comutam dois a dois, ndo achamos tal conjunto. Agorajdemando um grupo néo-
abeliano, sempre temos subconjuntos de elementos dsstjn®nao comutam dois a dois
e 0 maior tamanho desse subconjunto@ifguando for possivel definir) dara informacdes
sobre o quao "longe" de ser abeliano é o grupo. Notamos qui exisa maneira muito
intuitiva de representar esses conceitos, associa@dona grafo.

DadoG um grupo, ha varias maneiras de associ@ @am grafo. Chamamos de grafo
nao-comutativo d&, denotado pof(G), o grafo ndo-direcionado cujo conjunto de vértices
€ 0 conjunto de elementos Gee dois vérticex ey sao ligados por uma aresta se, e somente
se [x,y] # 1, isto €, se e somente g& y ndo comutam como elementos @e Em geral,
dadoI’ um grafo eV seu conjunto de vértices, um subconjudtale V é dito um clique
deT se o subgrafo induzido pot é completo, em outras palavras, se todos vértices de
estdo conectados dois a dois por uma aresta. Consideranato mgo-comutativd’(G), um
clique dele corresponde a um subconjuntd=deujos elementos ndo comutam dois a dois.
Paul Erds, em 1975, propds o seguinte problema:

Seja G um grupo tal quUE(G) ndo contém nenhum subgrafo infinito completo; existe uma
cota superior finita para a cardinalidade de um subgrafo ctetpdel (G)?

Chamaremos os grupos cujo grdf@G) nao tem cliques infinitos de grupos de Paul
Erdds, ou somente PE-grupos. B. H. Neumdh§] fespondeu a essa questéo afirmativa-
mente, isto €, par& um PE-grupo, existe cota superior finita para a cardinadicelum
cliqgue del(G). O interessante € que B. H. Neumann ndo somente mostra éanexste
uma cota, mas de fato também prova que a classe dos PE-gniposie exatamente com a
classe dos grupos central-por-finito. Lembramos que umogeujas classes de conjugacao
sao todas finitas € chamado um FC-grupo. A ideia principal derlden foi mostrar que
tanto PE-grupos quanto grupos central-por-finito sdo F@age logo ver que s8 € um
FC-grupo mas nao é central-por-finito, entdo ele ndo podensdtkrgrupo. Dessa forma,
vemos que s& é um PE-grupo, entd@ é central-por-finito. A reciproca vem de uma ob-
servacdo mais elementar: Geé central-por-finito e seu centro tem indizeentdo dados
guaisquem + 1 elementos d&, pelos menos dois deles estdo na mesma classe lateral de
Z(G) e portanto comutam. Em vista da caracterizacao provaddl@emann € natural de-
finir para um PE-grupo a quantidad€G), a cardinalidade do maior clique @¢G). Em
particular, segue que $e> 1 € o indice do centro, entagG) < n- 1.

Agora, dadds um grupo central-por-finito, como ele € um PE-grupo, umatdodste-
ressante é perguntar se é possivel obter uma cotapaid& : Z(G)] em funcdo deu(G).
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Em [22], L. Pyber mostrou que €8 € um grupo tal que(G) é finito (de fato, ele é um PE-
grupo), entéo existe uma constaotal quen < ¢*©). A ideia principal dessa demonstrac¢éo
foi reduzir o problema ao estudo gegrupos de classe de nilpoténcia 2. De fato, Pyber
encontra um subgrup® tal queC’ < Z(C), de classe no maximo 2 e@e logo, usando a
cadeia de subgrup@G) < Z(C) < C < G acha a cota desejada para o indic&((®).

Das duas caracterizacfes citadas acima, segue que sempsettés indicadores numé-
ricos relacionados a um grug@central-por-finiton, o indice do centrag(G), o tamanho da
menor cobertura irredundante finita @egpor subgrupos abelianosugG), a cardinalidade
do maior cligue d&'(G). Da mesma forma como j& foi observada a relacéo ergre(G) e
entren e a(G), é também natural relacionaXG) coma(G). Em [3], E. A. Bertram observa
gue como dois elementos de um cliqud@@) ndo comutam, eles nunca podem pertencer a
um mesmo subgrupo abeliano em uma cobertura finita. dessim,w(G) < a(G). Conside-
rando essa cota superior, € interessante nos perguntataondajtemos a igualdade. Uma
condicdao suficiente para quéG) = a(G) é pedir que todos os centralizadores dos elementos
nao centrais d& sejam abelianos. Com esse resultado é facil verificar, pongee que
grupos nao abelianos de ordgrgcom p e g primos, p < q e g = 1(modp) saos tais que
w(G) = a(G), assim como 0s grupos extraespeciais de orggrparap > 2. Por outro lado,
em [3] Bertram apresenta uma elegante prova devida a I. M. Isaaegisi&ncia de uma
fungdo monotond tal quea(G) < f(w(G)), o que nos da uma cota superior pa(@) em
funcéo dew(G) do tipoa(G) < (w(G)!)%. Resumindo, s& é um grupo central-por-finito,
em geral temos que(G) < a(G) < [G : Z(G)] < ¢“©, para alguma constante

Notamos como as varias caracterizacdes dos grupos cpatréiiito nos levam a re-
lacionar entre si a quantidad€G), associada mais as caracteristicas do gré&®), e os
indicadoresa(G) e [G : Z(G)], mais explicitamente associados aos aspectos puramegnte
truturais do grupds. De qualquer forma as estreitas relagfes entre essasapdadisao
naturais, ja que todas elas nos déo informagdes sobre e8aslde comutatividade entre os
elementos d& e, em algum sentido, todos medem quanto um grupo nao-ab&iasta
"longe" de ser abeliano. Como foi mencionado, um gr@oentral-por-finito € sempre
um FC-grupo e portanto faz sentido defikiG) como a maior cardinalidade de uma classe
de conjugacao er®. Veremos também qugG) tem uma relacéo estreita com os demais
indicadores e tem um papel importante na obtencéo de algiasasotas.

Agora restringindo nossa atencdo a um grupo fi@Gitesurge naturalmente a questéo de
relacionar os trés indicadoregG), a(G) e [G : Z(G)] ndo somente entre eles, mas também
com a cardinalidade d&. Além da Obvia relacdo enti&| e o indice do centro d6,
gueremos destacar que €ftf], D. R. Mason provou que para um grupo de ordem finita
existe um inteirk < |G|/2 + 1 e subgrupos abeliands, ..., A que formam uma cobertura
irredundante d&. Assim, em particular temos qa€G) < [|G|/2] + 1. Ao que diz respeito
a relacao entre)(G) e a cardinalidade d&, em [3] Bertram mostra, usando também um
argumento de Teoria de Grafos, queZeé um grupo finito contendo um subgrupo proprio
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M tal que para qualquer elemento n&o triviale M temosCg(X) < M, entdow(G) > [|G|*7],
onde f] € o maior inteiro menor ou igualra Em particular, desse resultado segue qué se
€ um grupo finito ndo-abelian@,é um primo que divide a ordem d&e existex emG tal
queCg(X) tem ordemp, entdow(G) > [|G*].

Analisaremos os 2-grupos extraespeciais de ordérh Para esses grupos, um resultado
devido a |. M. Isaacs diz quaG) > 22 + 1 ew(G) = 2a + 1. Além disso, veremos qug
grupos extraespeciais de tamankt2e a > 2 nunca satisfazem(G) = a(G).

Em concluséo, essa dissertacao tem como objetivo carateranalisar grupos central-
por-finito, relacionando os trés indicadores numério(s), a(G) e [G : Z(G)] apresentados
acima. O trabalho esta dividido em cinco capitulos e um apéndNo Capituld L, iremos
lembrar alguns resultados e definicdes basicas de Teoriaup®sque serdo utilizados ao
longo da dissertacdo. No Capitllb 2, vamos apresentar afgdefmicdes de Teoria de
Grafos, bem como algumas observacdes e resultados sobwe gém-comutativos e uma
versao infinita do teorema de Ramsey. No Capitllo 3, apresembaros resultados de Baer e
Neumann caracterizando das duas maneiras ja citadas gentoal-por-finito. No Capitulo
[ analisaremos as relagBes entre os indicadores quanstati(G), a(G) e [G : Z(G)],
associados a um grupo central-por-finito. No Capifllo 5 vacoosiderar a familia dos
grupos extraespeciais e analisar os indicado(€3, a(G) e [G : Z(G)] neste caso especifico.
Finalmente, no Apéndice vamos definir uma funcédo para o anogrGAP utilizada para
construir o grafo ndo-comutativo de um grupo fifde também iremos apresentar alguns
detalhes técnicos de algumas demonstracdes "analiticiddds nessa dissertacao.



CariTuLo 1

PRELIMINARES

O capitulo a seguir tem como objetivo apresentar definicdeswutados a respeito de Teoria
de Grupos que seréo utilizados ao longo deste trabalho.nfssunos os Teoremas de Iso-
morfismo e o Teorema de Lagrange. Utilizamos como referémeiacipais os livros de |.
M. Isaacs, /8] e de D. RobinsonZ3].

Dado um grupds, denotamos um subgrupd deG porH < G. Um subgrupo proéprio
M deG é ditomaximalse sempre qui! esta contido eri, paraH um subgrupo, oM = H
ouG = H. Definimos entdo subgrupo de Frattinidenotado po(G), como a intersecao
de todos os subgrupos maximais@eSeG nao tem subgrupos maximais, entdo definimos
P(G) =G.

DadoH um subgrupo d&, podemos definir uma relacao de equivaléncia nos elementos
deG da seguinte maneira:

X~ye xy?teH.

Assim, as classes de equivaléncia dessa relacdo sédo clradeclasses lateraigle
H emG. Se escolhermos um uUnico elemento de cada classe lateratajiseremos um
subconjuntdl' de G chamaddransversalde H emG. Podemos definir as classes laterais a
direita ou a esquerda, istof#ja | a € G} ou{aH | a € G}. O numero de classes laterais
a direita € mesmo que o numero de classes laterais a esquedamado dendicede H
emG. Denotaremos po : H] o numero de classes laterais. Um subgriypde G é dito
normalsegN = Ng, para toddG emg e é denotado poN < G. Definimoscentro de G
porZ(G) = {xe G| xg=gx Yg € G} e temos qu&(G) € um subgrupo normal d8. Se
K < H <G, entdo

[G: K] =[G:H]H:K].

Vamos lembrar alguns resultados sobre indices de subgrupos
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Proposi¢io 1.0.1. Seja HK < G. Entao[G : H N K] < [G : H][G : K].

DemonsTrRA¢A0. Denotaremos o conjunto de classes laterais a esquerda siebgmpo
D < G por{aD}. Note queH, K < G, entdoH N K também é um subgrupo @& Considere
a funcaoy : {a(H N K)} — {aH} x {aK} tal queg(a(H N K)) = (aH, aK). Vamos mostrar
quegp estad bem definida. De fato, dada$! N K) e b(H N K) em{a(H N K)} temos queab™
estd enH N K, isto é,ab™! estd enH eab™ estd enH. Assim, por definicdoaH = bH e
aK = bK, logo ¢(a(H n K)) = (aH, aK) = (bH, bK) = ¢(b(H N K)). Portantop esta bem
definida. Agora basta mostrar qued injetiva. Sep(a(H N K)) = ¢(b(H n K)), temos que
(aH,aK) = (bH,bK), e assimaH = bH e aK = bK. Logo, ab! estd emH n K, entdo
a(H n K) = b(H n K), e portantap é injetiva. Assim, temos o resultado. O

Da mesma forma temos queAeg ... A, sado subgrupos da,
[G:NLA]l<[G:A]--[G: Al (1.0.1)

Proprosi¢io 1.0.2. Sejam G um grupo e H e K subgrupos de G. Se H e K tém indice finito
emG gG:HNK]=[G:H]G:K],entdo G= HK.

DemonsTrRA¢AO. Primeiro temos que
[G:HNK]=[G:H][H:HNK]=[G:H][HK :K].

Logo,seG: HNK] =[G : H][G: K], entdo [ : K] = [HK : K]. Mas também temos que
[G:K]=[G:HK][HK: K] =[G: HK][G:K],logo[G: HK] =1,isto 6G=HK. O

Dado X subconjunto dé5, dizemos qués é geradopor X se sempre qug pertence
a G, podemos escrevey = ¢c; - - - C, tais quec; estd emX ou ¢! estd emX. Nesse caso,
denotamo$ = (X). SeX é finito, dizemos qué& é finitamente gerado

Proprosi¢io 1.0.3. Seja H um subgrupo proprio de um grupo G tal que o indi@e H]
é finito e seja p o menor divisor d& : H]. Entdo existem um inteiro positio< m <
log,[G : H] e elementosyx: - - , xn em G tais que G= (X, -+, Xm, H).

DemonsTrAgA0. DefinimosHy = H e paraj > 1, definimosH; = (X;, Hj_1) parax;
algum elemento escolhido e@\ H;_; enquantaH;_; < G. Como G : H] é finito, temos
gue existe unm > 1 tal queH, = G. Dessa maneira, construimos a seérie de subgrupos
H =Hy < H; <--- <Hy=G. Agora temos queH; : H;_;] divide o indice deG : H] e
como o menor primo que divid&[: H] é p, temos quelf; : Hj_1] > p. Assim,

[G:H] =[Hn:Hnal---[Hi:Ho] > p™

Logo, temos quen < log,[G : H].
Para completar a nossa demonstragéo, notamo$sqeeHy = (Xm, Hno1) = -+ =
(X1, , Xm, H), cOMo queriamos. o
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Agora, o menor prim@ que divide a ordem de : H] satisfaz 2' < p™, entéo a
Proposicad 1.013 pama= 2 vale para qualquer subgrupo préprio de indice finit&de

A ordemde um grupo é definida como a cardinalidade desse grupog8ejeelemento
deG. A ordem deg, denotada poo(g) é definida coma(g) = n, sen é o menor numero
inteiro ndo negativo tal que” = 1, eo(g) = oo caso contrario. Definimos expoentele
um grupo, denotado p@xgG), 0 menor inteiro positivan tal quex™ = 1 para todax em
G, quando esse inteiro existe. Caso contrario definimq$G) = «. A demonstragédo do
proximo resultado pode ser encontrada €8) 1.6.17]

Proposi¢io 1.0.4 (Teorema de Cauchy§e p € um primo que divide a ordem de um grupo
finito G, entdo G contém um elemento de ordem p.

Agora vamos definir e apresentar algumas propriedades det@dones. Dadoseyem
G, ocomutador de x e,ydenotado pony, y], é definido por k, y] = x ty~1xy. Dizemos que
é igual oconjugadadey poru quandox = u~*yu e denotaremostyu = y*. Temos também
que 1) = ulgluegiulgtu=1entio,

@' =)™ (1.0.2)
Temos quex ey comutam se, e somente sg,\f| = 1. Temos também que secomuta
comy, xy = yx entdoyx ! = x1y, portantox~* comuta cony.
Proprosi¢io 1.0.5. Seja G um grupo e X, y e z elementos quaisquer de G, temos que:

) [x ¥l =[y.x™
i) [xy.Z =[x 2]y,
i) [x,yZ =[x Z[x Y]~

As igualdades acimas sdo simples de verificar. A seguir valefosir o conceito de acao

de um grupds em um conjunto ndo vazi¥ para apresentar a Equacao das Classes.

Derinigao 1.0.6. Seja um grupo eX um conjunto. Dizemos qué age em Xse existe
uma funcadG x X — X definida por ¢, x) — x9, ondex® € um elemento dX definido
unicamente, e se além disso as seguintes igualdades valem:

(i) xt =x, paraxemX;
(i) x9" = (x9)", paraxemX eg,hemG.

Dada uma acéo d& em um conjuntoX, é possivel definir @stabilizadorde um ele-
mento emX, um subgrupo d& definido por

Stalx(x) = {ge G| X? = x}.

Podemos também definir subconjuntosdehamado®rbitasde um elementa em X,
gue formam uma particdo d€ da seguinte maneira,

Orbs(X) = {x? | g € G}.
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Por exemplo, podemos considerar a acaG @éenG por conjugacao, isto €, see g estao
emG, definimosx? = x'gx. Neste caso, Stalx) = Cs(X) e Orlis(X) = CI(X), a classe de
conjugacao de. A partir dessas definicbes, podemos apresentar o segasuiado que
pode ser encontrado ef8, 4.10 Corollary]:

Teorema 1.0.7 (Equacéo das ClasseSgja G um grupo e €%) a classe de conjugacao
de x. Entéo, para x em G temos que

[G : Ce(¥)] = [CI(X)I.

Sejap um primo. Dizemos qué é ump-grupose a ordem d& é p°, parab um inteiro
ndo negativo. Sej& um grupo qualquer, s € um subgrupo d& e ao mesmo tempo €&
um p-grupo, entdo dizemos qu¢ é um p-subgrupo de5. Agora se|G| = p*m e p ndo
divide m, dizemos qud® € ump-subgrupo de SylogeP € um subgrupo d& de ordemp®.

A seguir lembramos um dos resultados mais importantes soipgrupos de Sylow de um
grupo finito. Os detalhes da demonstracdo podem ser endostean[P3, 1.6.16]

Teorema 1.0.8 (Teorema de Sylowseja G um grupo finito e p um ndmero primo. Se
|G| = p*m tal que p n&o divide m, entéo:
(i) Todo p-subgrupo de G esta contido em algum p-subgrupoyttavS Em particular,
p-subgrupos de Sylow sempre existem;
(if) Se n, € o numero de p-subgrupos de Sylow em G, ent&o h(modp);
(iif) Todos os p-subgrupos de Sylow sao conjugados em G.



e CAPiTULO 2 |

(GRAFOS

O objetivo deste capitulo € explanar algumas noc¢des basitas Teoria de Grafos.
Como principal referéncia deste capitulo usaremos o Braph theory with applications
[4] de J. A. Bondy e U. S. R. Murty. Apresentaremos também resdtaelacionados ao
grafo ndo-comutativo de um grupo, bem como uma versao deifeode Ramsey.

2.1 DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

Intuitivamente, um grafo é pensado como um diagrama quegpaim conjunto de
pontos e um conjunto de linhas que ligam alguns desses pdxpgossentaremos a definicdo
formal de grafo abaixo, porém podemos visualiza-lo como iagredma formado por pontos
e linhas, como descrito acima, de forma que a parte relesardedefinir quando dois pontos
sao ligados.

DerinigAo 2.1.1. Umgrafo ndo direcionadd” é um trio ordenad¢V(I'), E(I'), yr} que
consiste de um conjunto ndo va2tfl'), cujos elementos sdo chamados de vértices, um
conjuntoE(T") disjunto deV(I'), cujos elementos sdo chamados de arestas e uma fépgcao
chamada funcao de incidéncia, que associa cada areEtaste €, cada elemento dgI),

a um par ndo ordenado de vértices (ndo necessariamentéadistiel’. See € uma aresta
euevé o par de vértices tal qug-(e) = (u,Vv) entdo dizemos queligau ev ou, de forma
equivalente, que ev séo as extremidades de

Note que, mesmo utilizando o simbola ¥) para representar uma aresta ligand®v,
este par ndo é ordenado. Todos os grafos aqui consideradosgsafos ndo direcionados,
por isso nos referiremos a eles simplesmente como grafos.

DerinigAo 2.1.2. Um grafd” é dito subgrafo de um grafio, denotado pof” C T, se
V() c V(I'), E(I") € E(I') ey é arestricdo de¢r a E(I”). Dizemos que dois subgrafos
sdo disjuntos se eles nao tem vértices em comum.

ExempLo 2.1.3. Consider®/(I') = {v1, V2, V3, V4, V5} € E(I) = {1, &, €3, €4, &, €, €7, €}
com a seguinte funcéo de incidéncia:

Yr(€) = (Vi, Vo), ¥r(€) = (V2,Va), ¥r(€s) = (V3,Va), ¥r(€s) = (V3,Va),
5
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Yr(es) = (V2,Va), Yr(es) = (Va, Vs), Yr(€r) = (V2,Vs), Yr(es) = (V2, Vs).

Como mencionamos anteriormente, podemos representar saasayeor linhas e os
vérticesv; por pontos. Tais pontos (vértices) sao ligados por uma (afesta) de acordo com
a funcao de incidénciar. Por exemployr(e;) = (v, V) significa que temos dois pontos
(vertices),v1 e v, que devem ser ligados pela linha (aresta)Podemos entédo representar
esse grafo da seguinte maneira:

€3

7

Vi

Ficura 2.1.1. Exemplo de grafb

DerinigAo 2.1.4. As extremidades de uma aresta sao ditadentesa aresta e a aresta é
ditaincidenteas suas extremidades. Dois vértices incidentes a mesma séeschamados
adjacentedem como duas arestas incidentes ao mesmo vértice. Uma aoestextremi-
dades iguais é chamadaldeo e com extremidades distintas € chamadérde

Parailustrar a definicdo acima, voltemos a FifuraP.1.1.éBi&esvs e v, sdo incidentes
a aresta, (portantovs e v, sdo adjacentes) e a aresigor sua vez, é incidente aos vertices
V3 eV,. As arestag, e, e, €; e eg S0 adjacentes duas a duas, pois sdo incidentes ao mesmo
vértice comunmv,. Como a arestes tem extremidades iguaisvg, e; € um lago e, por sua
vez, € um exemplo de link.

Existem varias maneiras de associar um grafo a um grupoe iMabalho utilizaremos o
grafo ndo-comutativassociado a um grug®, que pode ser definido como segue:

Derinigao 2.1.5. Dado um grup&, definimos ografo ndo-comutativale G, denotado
porI'(G), como o grafo cujo conjunto de vértices é formado pelos efdas deG \ Z(G),
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isto é,V(I'(G)) = G\ Z(G), e cuja relacdo entre as arestas é: dagek emV(I'(G)), eles
estdo conectados por uma arestd (le) se, e somente s@,[h] # 1 isto €, sey e h ndo
comutam como elementos Ge

Podemos definir esse grafo utilizando como conjunto decéstiodos os elementos
de G, isto é, incluindo também os elementos do centro, como é fatartigo de B. H.
Neumann[Lg]. Desta forma, elementos dG), como comutam com todos os elementos
de G, ndo estardo ligados com nenhum vértice por uma arestanpotiis vértices serdo
representados por pontos soltos no gigfe).

Utilizando os programaSAP 4.7.5[7] para calcular as aresta¥lfram Mathematica
10.0[17] para plotar o grafo ndo-comutativo, como pode ser visto pénilicd 6, podemos
construir grafos ndo-comutativos de alguns grupos finieogrdens ndo muito grandes. Por
exemplo, considere o grupo diedral de ordem 6:

Ds=(p.7|T?°=p>=1p =p7.

Seu grafo ndo-comutativo pode ser representado pelo dgrafwog com 5 vértices, pois
Z(Dg) = {1}. Observamos, por exemplo, guee p? ndo s&o ligados por uma aresta pois
[0, p?] = 1 enquant® e pt estdo, poisd, pt] = p # 1.

Z

p’t

Ficura 2.1.2. Grafo nao-comutativo d;

Dermvigio 2.1.6. Um grafo € chamaduanar se admite uma representacao no plano na
gual linhas (arestas) diferentes apenas se intersecta@ximesios, no caso das arestas serem
incidentes a um vértice em comum, e néo se intersectam, naleatio serem incidentes a
nenhum vértice em comum.

Dado um grafo planar, deve existir uma representacao tahgjaeestas ndo se intersec-
tam fora das extremidades. Como ha varias maneiras de refaresen grafo, pode haver
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uma em que as arestas se intersectam fora das extremidagspra grafo sendo planar.
Vamos mostrar um exemplo em que isso acontece. Considerpo diedral de ordem 8:

De=(p. 77" =p"=1p"=p™)
Podemos representar o grafo ndo-comutativBgleomo na Figur& 2,113, um grafo com
6 vértices, poiZ(Dg) = {1, p?}. Observamos que os elementos que n&o sio ligados por uma
aresta, comp?7 e r, comutam como elementos @. Nessa representacio, ha arestas que
se intersectam fora de suas extremidades, mas ndo neapssae excluimos a opcéo desse
grafo ser planar.

pT

Ficura 2.1.3. Grafo nao-comutativo ds

A sequir, temos uma outra forma de representar o mesmo grafo:

Ficura 2.1.4. Grafo nao-comutativo d&s - Planar
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Na Figurd 2.1}, as arestas nao se intersectam fora dasxtemidades, portanto po-
demos perceber que o grdf¢Dg) € planar. Notamos que € possivel caracterizar os grafos
nao comutativos planares e voltaremos a esse argumentdantEs

DerinigAo 2.1.7. Um grafd” € ditofinito se seu conjunto de veértice¥gl’) e seu conjunto
de aresta&(I') séo finitos e € ditanfinito caso contrario. Um grafb € dito simplesse ele
ndo tem nenhum lago e se dadas duas arestas digigtas, temos queyr(e) # yr(e;), ou
seja, arestas distintas ndo tém as duas extremidades iguais

Nesta se¢do, iremos considerar apenas grafos finitos a meaasg diga o contrario. De
fato, fazemos esta restricdo para trabalhar um pouco maisaaelacéo entre o nimero de
vértices e o numero de arestas de um grafo, bem como a relagdcdEncia entre vértices
e arestas. Desta forma, para facilitar a notacao, denatarparv(I’) o nimero de vértices
por &(I') o numero de arestage um grafo.

Uma observacéo importante solgrafos ndo-comutativod a seguinte. Note que, dado
G um grupo, seu grafo ndo-comutativo sempre é um grafo simgkde que k, x] = 1 para
todox emG, portanto ndo ha lacos, e ha apenas uma forma de ligar urnevartiutro por
uma aresta pela forma pela qual o grafo é definido.

Dois grafosl; eI'; saoiguais (I'y = I'p), seV(I['1) = V(I'2), E(I'1) = 1(I2) eyr, = ¥r,.
Portanto, dois grafos iguais podem ser representados galmodiagrama com 0s mesmos
conjuntos de veértices e arestas (inclusive nomeados da anesmeira) e com a mesma
funcdo de incidéncia. Por outro lado, é possivel que doifognado sejam iguais, mas
tenham a mesma estrutura a menos do nome dos vértices esarlstsse caso, 0s dois
grafos ndo séo iguais, mas sao chamadasataorfos

Dermnigao 2.1.8. Dois grafod’; e I', sao ditosisomorfos denotado poi’; = I'p, se
existem bije¢des : V(I'y) — V() e¢ : E(I'1) — E(I',) tais queyr,(e) = (u,Vv) se, e
somente sér,(#(e)) = (6(u), 6(v)). O par 0, ») € chamado de isomorfismo enftgeI’,.

Temos que arelagéo de isomorfismo entre grafos &€ uma relagipdvaléncia. De fato,
dadol’ um grafo, podemos definire ¢ como a funcéo identidade e asdin@ isomorfo d" e
portanto temos reflexividade. A relacéo é simétrica, paigose qud’; eI', sdo isomorfos,
se tomarmos as funcgdes inversas das bije¢@es que também seréo bijecbes, teremos que
I'; eI'; sdo isomorfos. Agora, d& eI, sdo isomorfos com bijecd@s e ¢, e sel’, eI's
séo isomorfos com bijec6és e ¢,, para ver qué’; el's sdo isomorfos, basta tomar como as
novas duas bijecdes a compostaide 6, e a composta de; e ¢-.

Derinigio 2.1.9. Um grafo simples € ditmompletose, dado qualquer par de vértices, ha
sempre uma aresta ligando um ao outro.

Para introduzir um conceito relacionado com grafos coroplgirecisamos da definicao
de um subgrafo induzido por um subconjunto de vértices.



2. DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS 10

DerinigAo 2.1.10. Dadd™ um grafo. Denotamo¥/(I') = V e sejaV’ um subconjunto
deV néao vazio. Definimo$[V’], o subgrafo induzido por ¥ como o subgrafo dE cujo
conjunto de vértices ¥’ e cujo conjunto de arestas € formado pelas arest@sqile tém
ambas extremidades ew.

DeriNnigio 2.1.11. Dadd” um grafo simples, um subconjun®de V(I') é dito umcli-
quedeT seI[S] é completo. Definimos o tamanho do clig8ecomo a cardinalidade do
subconjuntd. Portanto, podemos definifI") como o tamanho do maior clique fe

DerinigAo 2.1.12. Dadd” um grafo, um subconjuntbde V(I') € dito um conjuntan-
dependentele vértices dd” se, dados quaisquer e v; em |, temos quey; e v; ndo séo
adjacentes, isto €, ndo estdo conectados por uma aresta.

DerinigAo 2.1.13. Sejd” um grafo. O complementar deé um grafol” com 0 mesmo
conjunto de vértices dE, isto €,V(I') = V(I"'), e tal quex ey estdo conectados por uma
aresta enl” se, e somente seey ndo estao conectados por uma aresta'eEm particular,
um clique enT” corresponde a um conjunto independentdémvice versa.

DadoG um grupo, € possivel definir o grafomutativoassociado &, que é exatamente
o grafo complementar B(G). Assim, cliques no grafo ndo-comutativo @eequivalem a
conjuntos independentes no grafo comutativé&de

Utilizaremos um exemplo para esclarecer algumas das démigadas acima. Nova-
mente, considere o grafo nao-comutativdddenostrado na FiguiaZ3, consider&/(I'(Dg)) =
V,I[(Dg) =T, V' = {r,p°,p°} e V" = {p?1, p1,p}

Ficura 2.1.5. Grafo ndo-comutativo dg, destacando subgrafos induzidos
porV’ eV”

Como mostrado na Figura2.1..5, o subgrafo em vermelho aalé&atsubgrafo induzido
por V', I'[V’] e qualquer uma de suas arestas tem ambas extremidad¥s. elNptamos
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também que este subgrafo, em particular, € um subgrafo etonpbis, primeiro[[V’] €
um subgrafo de um grafo simples, portanto também é simplssgendo,p®, 7}, {r, p°7}

e {p%r, p°} sdo arestas dgV’], assim qualquer par de vértices &fhesta ligado por uma
aresta. Da mesma maneira podemos construir o subffsfq, que é representado pelo
subgrafo em vermelho a esquerda na Figura®?.1.5. CénmoV” = 0, temos qud V'] e
I'[V”] séo subgrafos disjuntos die Temos ainda quE[V’] e I'TV”] s&o isomorfos. Seja

v(er) = (0% p°7), ¥(&) = (1.p%1), U(&s) = (r.p°)

l//(e4) = (p’pzT)’ l//(Q‘,) = (pT’pzT)’ %0(96) = (pT,p)'
Defina entao{, ¢) da seguinte forma

0(0°) = p°r. 0(p™7) = p7. O(7) = p

¢(er) = &, p(e) = €5, P(es) = €.
Assim, temos o isomorfismo entro os dois subgrdfos] e I'TV”]. Por exemploy(e) =
(0% p%7) ey(d(er) = v(es) = (o7, p?7) = (6(0°7), 6(0%))-

Também temos que dados quatro vértices distintds delo menos dois deles comutam,
isto €, pelo menos dois deles ndo estado ligados por uma.aRsi@mos ver isso notando
que [r, p?1] = [p, 3] = [pr,p%7] = 1, ou seja, dados quatro elementoeZ(G), no caso
extremo em gque trés elementos desta lista ndo comutaremayto gomutara com pelo me-
nos um dos outros trés pela identidade anterior. Portarttamanho maximo de um clique
emTI é 3, entdav(l') = 3.

DerinigAo 2.1.14. Sejd’ um grafo ev e V().

i) Definimos ograu de um vértice vdenotado podr(v), como o nimero de arestas de
I' que sdo incidentesa Note que quando ha um laco, tal aresta conta como duas
incidéncias para a contagemdigv).

ii) Um grafoT é ditok-regularsedr(v) = k, para todor emV(I'). Um grafo € ditaregular
se ék-regular para algurk inteiro ndo negativo.

Notamos, por exemplo, na Figura Z]1.1, @li#ész) = 4. Denotaremos paf(I’) o grau
minimo entre os graus dos veérticedte porA(I') o grau maximo entre 0s graus dos veértices
derl.

No grafo ndo-comutativo dBg da Figurd 2.1]6, destacamos as arestas incideptesa
vermelho. Dessa maneira, temos que

dF(Ds) (p) =4

Observamos também que qualquer vertiae I'(Dg) é tal quedrp,) (V) = 4, portanto
I'(Dg) é um grafo 4-regular.
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3 2

P Pt

Ficura 2.1.6. Grafo ndo-comutativo day

Dernigio 2.1.15. Dadd” um grafo, definimosM = (m;), a matriz de incidéncia associ-
ada al’, como:

0, sev; néo e extremidade ds;
m; =1 1, sey e extremidade de;, mase; ndo € um lago;
2, sev e extremidade de; ee; € um lago.

comy,emV(l'), egemE[), 1<i<v() e 1< j<e().

O préximo resultado tem como objetivo relacionar o nUmerardstas(I") de um grafo
I' com os graus de cada vértice.

Teorema 2.1.16. Sejal’ um grafo. Denote W) = V e d-(v) = d(v) para todo vem V.
Temos que
> d(v) = 2€(D). (2.1.1)
veV
DemonsTtrAGA0. SejaM = (m;) a matriz de incidéncia dE. Temos que, fixandg;, a
soma das entradas da linha precisamentd(v;), pois cada uma dessas entradas indica a
incidéncia de; com cada uma das arestasiddortanto )., d(v) € exatamente a soma de
todas as entradas dé. Por outro lado, se fixarmos uma aresta, ela tem sempre duas ex
midades (distintas ou ndo), ou seja, cada aresta é contadavelzes, uma como incidéncia
da primeira extremidade e outra como incidéncia da seguRdeanto somando todas as
entradas d&1, somamos todos os numeros de incidéncia, e o resultadoléiduas vezes
0 numero de arestas. Portatiiq.,, d(v) = 2¢(I). m|

CoroLArio 2.1.17.DadoI” um grafo, o nUmero de vértices de grau impar € par.
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DemonsTrRA¢AO. SejamV; e V, 0s subconjuntos de vértices de grau impar e pdr,de
respectivamente. Comg U V, =V, temos

Z d(v) = Z d(v) + Z d(v) (2.1.2)

veV veVq veVs,

Note que}’,., d(v) € um ndmero par, pela identidade ém (2.1.1). Temosyjug d(v)
também é par, pois é a soma dos graus do vértices de grau gantp@a soma de numero
pares. Portanto, pdr(Z.1.2),.y, d(v) também é um nimero par. Por outro lafiy,, d(v)
€ a soma de numeros impares pela definicdd,dPara a soma de numeros impares ser par,
a quantidade de termos na somatoria deve ser par, portaatdinalidade d&/, € par. O

Agora apresentaremos um conceito que divide os vérticesrdgrafo em classes de
equivaléncia e que, por consequéncia, divide o grafo em cnamges. As informacdes sobre
essas componentes sao suficientes para dizer se, dadogrticissvde um grafo, € possivel
fazer um caminho alternando arestas e vertices, que panerdeiro vértice e chega ao
segundo.

Dernigio 2.1.18. Uma sequéncia = Vpe;...&\V finita e ndo vazia de termos que al-
ternam entre vértices e arestas (e tal gquee v; sdo extremidades d&g para 1< i < k)
€& chamada deaminhoemI se as aresta®, ..., &} € 0s vérticegvy, ..., vk} sao distintos.
Chamaremos de/, vi)-caminho o caminha = Vpe;...eV definido acima. O comprimento
de um caminho é definido pela quantidade de arestaw,a@sto €,k. Sew = vpe;...&V €
um caminho ey, Vo séo ligados por uma aresta ;, entadow = Vge...e Ve, 1Vo € chamado
ciclo.

DeriNnigio 2.1.19. Sejd” um grafo. Dois vértices e v sdo ditosconectadose existe
um caminho que liga e v, chamado dey, v)-caminho. SeJ e v estdo conectados, o tama-
nho do menory, v)-caminho € chamado d#stancia entre u e ve é denotado pai(u, v).
Denotaremos pattiam(I’) = u,rvrg%) d(u, v) o diametrode um grafo.

Notamos que a propriedade de ser conectado € uma relacaoida@@&ucia nos vértices
de um grafo. Portanto, existe uma particiodem conjuntos ndo vaziog, ..., V, tal que
dois vértices sdo conectados se, e somente se, eles pert@oceesmo conjuntd;.

DerinigAo 2.1.20. Os subgrafd§Vi],...,I'[V,] induzidos poiVy, ..., V, sdo chamados
decomponentedel’. Sel’ tem exatamente uma componente, ditoconectado

Na Figurd 2.1J7, representamos um griafojo conjunto de vérticeg pode ser dividido
em dois conjuntosY; = {Vs, V4, Vs, Ve} € Vo = {Vi,Vo}, pois todos os vértices dé, sédo
conectados por uma aresta dois a dois, bem como os vértitgskéertanto, as componentes
deI séo os grafos induzidos pwi e V,, destacados em azul e vermelho, respectivamente.
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Ve

Vs V.

Va

V2 Vi

Ficura 2.1.7. T, grafo com duas componentes

2.2 UMA VERSAO DO T EOREMA | NFINITO DE RAMSEY

Mostraremos nesta se¢do uma versao do Teorema Infinito deeR§hsesultado que
sera utilizado no proximo capitulo.

Teorema 2.2.1. Sejal” um grafo simples infinito. Entab possui ou um clique infinito,
ou um conjunto independente infinito.

DemonsTrRAgAO. Primeiro, assumindéxioma da Escolha[9, Theorem 0.20], vamos
mostrar quegualquer conjunto infinito X tem um subconjunto infinito eatdwel De fato,
basta definir uma funcé@b: N — X que seja injetiva, pois dessa forrh@J) é uma cépia de
N em X, isto €, um subconjunto infinito enumeravel. CoKé infinito, portanto néo vazio,
podemos escolhek elemento enX e definirf(1) = xx. Suponha agora quy&(1),..., f(n)}
ja estejam definidos. Definimos entdp= X\ {f(1),..., f(n)}, que é um conjunto ndo vazio
pois X € infinito e escolhemos,, emA,,. Dai, definimosf (n+ 1) = x,,. Definindo a fungéo
f indutivamente desta forma, temos que ela € injetiva, pai®<ia e n inteiro positivos
diferentes, digamosn < ntemos quef (m) esta em{f(1),..., f(n— 1)} e f(n) ndo esta em
{f(2),..., f(n=1)}, logo f(n) e f(m) sdo diferentes, como queriamos.

Portanto, comd' € um grafo infinito, temos qué(I') é infinito, entdo existe um subcon-
junto infinito enumeravel de vérticd8 emV(I'). Assim, se provarmos o resultado para um
grafo infinito enumeravel, temos o resultado para qualguegognfinito, pois valera para o
subgrafo infinito enumeravel induzido péf e portanto valera pafa

Assim, sem perda de generalidade vamos supoM@lie = {v4,...} € um conjunto in-
finito enumeravel. A ideia da prova é construir indutivareenina sequéncia de triplas
(%, Vi, &) que satisfaz as seguinte propriedades:

(i) osx sao vertices distintos;
(i) osY; sdo subconjuntos infinitos decrescentes de vértices,,i¥0EY; 2 --- 2 Yj;
(iii) os vérticesx; pertencem &; se, e somente se< i e x; € adjacente a todos vertice de
Y; ( nesse caso definimaes = 1) ou x; ndo é adjacente a nenhum vértice¥¢ nesse
caso definimos; = 0).
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Comecgamos a construir a sequéncia &g V(I'). Escolhendo; € Y, e considerando
qgueY, € infinito, ha duas possibilidades:

(1) Sex; é adjacente a um numero finito de vérticesYgde entdo existem infinitos
vértices deYy que nao sdo adjacentes;a
(2) Caso contrariox; é adjacente a um numero infinito de vérticesrgle

Se tivermos no caso (1), 8enao é adjacente a ele mesmo, definifripsomo o conjunto
infinito de vértices de&, que ndo sdo adjacenteggatirando o elementa;. Caso contrario,
definimosY; como o conjunto infinito de vértices &g que ndo sao adjacenteg;a Se tiver-
mMos no caso (2), s for adjacente a ele mesmo, consideraipsomo o conjunto infinito
de vértices de&¥y que sdo adjacentesxa tirando o elementx;. Caso contrario, definimos
Y, como o conjunto infinito de vértices &g que sdo adjacentesxa Se estivermos no caso
(1), definimose; = 0 e se estivermos no caso (2), definineps- 1.

DefinimosY; recursivamente a partir d_; da seguinte forma: escolhendoemY;_,
ja temos ques # X_1, pois como feito para = 1, a escolha d&/_; é feita de forma que
Xi_1 NAo pertence &_;. Se existem infinitos vértices ely_; que ndo sdo adjacentex;a
escolhemod; como esse conjunto infinito de vértices, tiranglacaso ele esteja incluido. Se
existem infinitos vértices qué_; que sdo adjacentesia escolhemo¥; como esse conjunto
infinito de vértices, tiranda;, caso ele esteja incluido. Assim, as condicdes (i) e (iix par
formar as triplasX;, Vi, ) que gostariamos sdo naturalmente satisfeitas. Para vada&éo
(i), temos que como € Y;_; por construcado, se< i temosj < i — 1 e portantoy_, esta
contido emY; por (ii) e assimx esta contido enY;. Por outro lado, suponha queesta em
Y;. Temos por construcéo queesta ent;_; e x; o esta eny;. Entéo, se tivéessemos |,
teriamos quey; estaria contido eny;, um absurdo pois; esta emY;, mas néo esta eryj.
Portanto,j < i. Temos também por definicdo que, dependendg,do é adjacente a todos
os elementos d¥_; ou ndo € adjacente a nenhum. Assim, temos a sequéncia qienooEr
no inicio.

Agora, notamos que a sequéncigify € uma sequéncia infinita na quak 0 oug; = 1,
para todoi, além de ser uma sequéncia limitada. Segue que essa seqpéssui sub-
sequénciad|, );a cOnvergente. Para tanto, tal subsequéncia, neste cagoselegonstante
com todos os termos iguaisa O ou a 1.

Se temos uma subsequéncig)(cy constante tal que os termos séo todos iguais a zero,
temos a correspondente sequéncia infimgaY; , €, )ren. TOMmamos entdo a sequéncia in-
finita de vertices distintosx(), dadosx;, X, termos de X; ), temos quex, € X, ndo sdo
adjacentes. De fato, suponha sem perda de generalidade que EntéoY; esta contido
emy; e comae;, = &, = 0temos por definicdo que ndo é adjacente a nenhum elemento de
Yi.-1. Entdo, comay; esta contido eny, , que por sua vez esta contido &fn ;, temos que
X, € X, ndo podem ser adjacentes. Portanto, como todos os elendenses|uénciax( ),y
séo distintos vértice$x,, X, . . .} € um conjunto infinito independente de vértices.
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Da mesma forma, se temos uma subsequésgia,( constante tal que os termos s&o
todos iguais a um, temos qug € adjacente a todos os vérticesYje; e comox;, esta em
Y;, eY;, esta contido enY; _;, temos quex, € X; sdo adjacentes e isso vale para todos os
termos da sequéncia, portariq, Xi,, . . .} € um clique infinito dd".
mi

2.3 PROPRIEDADES DO GRAFO NAO-COMUTATIVO

Apresentaremos alguns resultados gerais sobre grafosomdigtativos associados a um
gruposG que podem ser encontrados no artigin-commuting graph of a groufil] de A.
Abdollahi, S Akbari e H. R. Maimani.

Proposi¢ao 2.3.1.Seja G um grupo nao abeliand €G) seu grafo ndo-comutativo. Entao
diam(I'(G)) = 2. Em patrticular,I'(G) € um grafo conexo.

DemonstrAgA0. Por simplicidade, denotaremd4I’) apenas polV. Sejamx ey dois
vértices distintos d&. Sex ey sdo adjacentes, entdo temos que existe uma aFesa
ligando, ou sejav = xeyé o menor caminho ligandoey, assimd(x,y) = 1. Agora suponha
guex ey nao sdo adjacentes, isto &,)f] = 1. Como sem perda de generalidade podemos
supor queV = G\ Z(G), temos quex e y ndo estao erZ(G), assim existenx’ ey emV
tais quex ndo comuta conx’ ey ndo comuta cony’, isto é, existem arestas ligange x’ e
ligandoy ey’. Agora, sex ey sao adjacentes ou eey sao adjacentes, denotando pgf
uma aresta que ligae v, temos o caminha = xe,, Y6,y de tamanho 2 ligandrey. Se
X' ey sdo adjacentes, temos o camivihe- xe X',y de tamanho 2 ligandrey. Como
X ey ndo sdo adjacentes e qd, y) > 1, entdod(x,y) = 2. Caso contrario, isto é, see
Yy’ ndo sdo adjacentes eseey ndo sdo adjacentes, tomanzos X'y’. Para o primeiro caso
temos que,

[2X] =[xy, ¥ = [X,x’Iy,d = [X, 4,
poisy e x comutam. Mas se tivéssemog,x]Y = 1, teriamos quex x] = 1¥" = 1, um
absurdo, poix e X' ndo comutam. Entdo, X]¥ = [z X] # 1, ou seja, existe uma are&a
ligandox e z. Analogamente, temos que Y] # 1 e assim existe uma ares{gligandox e
z. Assim, temos um caminhe = yg,,z6,x de tamanho 2 ligandpe x, portantod(x, y) = 2.
Logo temos queliam(I'(G)) < 2. Suponha por absurdo qdem(I'(G)) = 1. Entdo, dado
qualquememV = G\Z(G), temos qua ! estaenV e [a,a!] = 1. Assim, smea ! fossem
distintos, como eles n&o séo adjacentes, teriamosi@ia?) = 2, pela primeira parte da
demonstracao, e teriamos um absurdo, g@s(I'(G)) = 1. Assim, a unica possibilidade é
quea=a.

Agora, dadosaemG \ Z(G), bemZ(G) e g qualquer elemento d8, temos que

[ab, g] = [a.g]°[b, d] = [a,g]"
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Entdo, para todg emG, se pb,g] = 1 teriamos qued, g] = 1, um absurdo, poia néo
esta no centro dé. Entdo,ab esta enG \ Z(G). Portanto, temos quab = (ab)™! e assim
(ab)? = 1. Temos, de forma anéloga, qare= 1. Entdo, comd € Z(G), temos

1 = (ab)? = abab= a?b? = b?.

Dai, temos que para todo elemegtemG, g* = 1, ou sejaiG é abeliano, que é um absurdo,
portantodiam(I'(G)) = 2 , como queriamos. Em particul®(G) € um grafo conectado pois
dadosx ey emV, temos qual(x,y) = 1 oud(x,y) = 2, entdo sempre existe um,y)-

caminho ligandocey.
m]

Como ja foi observado é possivel caracterizar os grafos admHativos que sdo plana-
res. Mais precisamente temos o seguinte resultado:
Seja G um grupo nao abelianb(G) é planar se, e somente se G é isomorfoga$, ou
Qs.
A demonstracdo desse resultado sera apresentada no préaqitolo, ja que uma das
ferramentas "chave" usadas para a prova é o Tedremal3.1.10.



CapiTULO 3

(GRUPOS CENTRAL-POR-FINITO

Dizemos que um grup& é central-por-finitose o indice ¢ : Z(G)] é finito. Estamos
interessados na classe de grupos central-por-finito porma alasse de grupos ja muito
estudada e com muitos resultados e propriedades intetessdaamos, por exemplo, o bem
conhecido Lema de Schur, que diz que se um g@ipaentral-por-finito, entdo seu subgrupo
derivadoG’ € finito. Também € interessante observar que o conjunto dosatfismos
internosinn(G) é finito se, e somente &€ central-por-finito, entre outras caracteristicas.

O objetivo deste capitulo é apresentar duas caractergagdem grupd@ central-por-
finito, uma relacionada ao grafo ndo-comutali{®) e a outra relacionada com uma cober-
tura finita deG por subgrupos abelianos.

3.1 PE-<Rruros

Paul Erdos formulou o seguinte problema que foi respondidmativamente por B. H.
Neumann enf problem of Paul Erdés on groufj$8):

Seja G um grupo tal quE(G) nao tem subgrafos completos infinitos. Neste caso, existe
uma cota superior finita para a cardinalidade de um subgradmpleto dd(G)?

Chamamos entao, grupos de Paul Erdds, ou PE-grupos, os gugeatisfazem a hipo-
tese do problema acima.

Dernigio 3.1.1. DaddG um grupo e sej&(G) seu grafo ndo-comutativo. Dizemos que
G é umPE-grupose enT(G) ndo existem subgrafos completos infinitos.

Observe que s@ € um PE-grupo, entdo dado qualquer conjunto infinito de eltrsale
G, visto como subconjunto de vértices @), tal conjunto ndo pode induzir um subgrafo
completo. Entdo pelo menos dois vértices desse conjuntatfido estao ligados por uma
aresta. Em termos da estrutura do grupo, temos entéo Gué gm PE-grupo, dado qualquer

conjunto infinito de elementos @ pelo menos dois deles ndo estéo ligados por uma aresta

emI'(G) e portanto, por definicdo, esses dois elementos comutam.
Nosso objetivo nesta se¢ao é mostrar Gueum PE-grupo se, e somente&é central-
por-finito e desta forma teremos nossa primeira caracgéiizde grupos central-por-finito.
18
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Dizemos que um grup@ é umFC-grupose todas as classes de conjugacadzesdo
finitas, isto €,|CI(x)| é finito para todox em G. A seguir mostraremos que ambos, PE-
grupos e grupos central-por-finito, sdo FC-grupos, e esteréneipo passo para mostrar a
caracterizagcdo mencionada acima.

Lema 3.1.2. Seja G um grupo. Se G € central-por-finito, entdo G € um FC-grupo

DemonsTrA¢A0. Por hipdtese temos que o indicge | Z(G)] é finito. Lembramos que
Z(G) = Nyec Ca(X) < Cs(x) para todox emG. Assim, [G : Cs(X)] < [G : Z(G)] < oo.
Agora, pela Equacéo das Classes (Teorlemal1.0.7), tep€§(X)] = ICI(X)| para todox
emG. Portanto, pela observacao anterior, todas as classesjgagio ent sao finitas e
assimG é um FC-grupo, como queriamos. m|

Lema 3.1.3. Se G é um PE-grupo, entdo G € um FC-grupo.

DemonsTtrA¢A0. Vamos mostrar o resultado por absurdo. Supondd3joéo é um FC-
grupo, vamos mostrar qu&nao pode ser um PE-grupo. Co@mao € um FC-grupo, temos
que existe ung emG tal quelCI(g)| € infinito. Defina entéddy como o conjunto de elementos
deG tais que elementos distintos @igdéo origem a conjugados distintos do elemento

Como|CI(g)| € infinito, temos que existem infinitos conjugadosglesto é, existem
infinitos elementos distintog®, coms em G. Portanto, Ty € um conjunto infinito. Seja
I'(G) o grafo ndo-comutativo d&. Considere o subgrafo induzido pdg, I['(G)[T,], que
denotaremos pdr[Ty]. ComoIT[Tg] € infinito, pelo Teorema de Ramsey (Teordma 2.2.1),
I'[Ty] tem um clique infinito ou um conjunto independente infinB&I[T,] tem um clique
infinito, entdoI[Ty] tem um subgrafo infinito completo e portanfgG) também o tem.
Assim,G ndo é um PE-grupo, que é um absurdo.

Agora sel[Tg] tem um conjunto independente infinito, digamdsc V(I'[Ty]) = Ty,
temos que, para todoev emU, [u,v] = 1 pois, por definicdo de conjunto independente,
néo ha arestas ligande v. Portanto todos os elementosldeomutam como elementos de
G. Considere o conjunto

gU = {guju e U}.
Notamos queu = gv se, e somente se= v, assim comdJ € um conjunto infinitogU &
também um conjunto infinito. See v sdo elementos distintos ddh

[gu 9] = (gu)~*(gV)*(gu)(gV) = u™'g™'v ugv
— u—lg—luv—lsz (g—l)ugv
= (979"
Como, em particulan) e v estdo enily, temos queay” e g“ sdo dois elementos distintos
e entdo fju,gv] = (g*) g’ # 1. Por essa observacéo, dados quaisquer elementos distinto
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degU eles ndo podem comutar. PortaifgU] € um subgrafo completo infinito dgG) e
portantoG ndo € um PE-grupo, uma contradicao. m|

Agora vamos caracterizar os FC-grupos em termos do indiclydesasubgrupos espe-
cificos.

Lema 3.1.4.G é um FC-grupo se, e somente se o infiide Cg(S)] € finito para todo
subconjunto finito S de G.

DemonsTrRA¢AO. Lembramos que, pela Equacéo das Classes, temossqueEg(x)] =
ICI(X)|, para todax emG. Segue qué& € um FC-grupo se, e somente &:[Cs(X)] € finito
para todax emG. Lembramos também que Se& um subconjunto finito dé e se para todo
semS o centralizadoCg(s) tem indice finito enG, pelo Lemd 1.0J1Cs(S) = Nes Ca(9)
também tem indice finito el@. Portanto s& € um FC-grupo, temos qUS[: N«s Cs(9)]
é finito, ou seja, G : Cg(S)] € finito, para qualquer conjunto finite. Por outro lado, se
[G : Cs(9)] € finito para todo conjunto finit® de G, consideramo$ = {g}, parag € G.
Assim teremos quEs(S) = Cs(g) sempre tem indice finito e@, como queriamos. O

Ja sabemos que todo grupo central-por-finito € um FC-gruposi@meH um grupo
finito ndo-abeliano. Definimos

G = {(X)iev | X € HeX # 1 apenas para um numero finito de indjces

o produto direto de infinitas cépias # um subgrupo préprio do gruge x --- X H x - -
sem restricdes nas entradag.(

ComoH é finito, para toda elemento dés, temos queCl(g) é finita. Por outro lado,
comoZ(G) é isomorfo ao produto direto infinito de copiasdiél), logoG/Z(G) é isomorfo
ao produto direto de infinitas copias H¢Z(H). ComoH néo € abeliano, temos qugZ(H)
€ nao trivial e portant@/Z(G) € um grupo infinito. Logo, temos qu& néo é central-
por-finito. Logo nem todos os FC-grupos séo central-porefiniigora vamos ver algumas
condic@es suficientes para que um FC-grupo seja centrdirior-

Lema 3.1.5. Se G é um FC-grupo finitamente gerado, entdo G é central-pibo-fin

DemonsTrRAgAO. Primeiro observamos que & = (S), entdo o centro d& ¢é igual a
Cs(S). De fato, comaZ(G) = N, Cs(X), temos queZ(G) < Cs(S). Por outro lado, dado
x emCg(S) e g emG temos que com& = (S), g = C,C, ... C, tal quec; ouct estdo em
S, para toda. Assim, comox esta entCg(S), x comuta com todos os elementos $e
portanto também com os inversos dos elementoS.dPessa formax comuta com todos
0S¢ e assim comuta com para todog emG. PortantoCg(S) esta contido enZ(G). Por
hip6teseG € um FC-grupo e é finitamente gerado, ist&és (S), comS um subconjunto
finito. Do Lemal3. 1M segue qu&[: Cs(S)] < . Mas pela observacao feita antes,
[G:Cs(S)] =[G : Z(G)] < =, ou sejaG é central-por-finito. m|
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Lema 3.1.6.G € um grupo central-por-finito se, e somente se G € um FC-gragpatém
um subgrupo abeliano A tal que o indig@ : A] é finito.

DemonsTrRA¢A0. Assuma queA é um subgrupo abeliano d&tal que [G : A] é finito.
SejaQ um conjunto de geradores do subgrupo abeliareoR um transversal dé& emG.
Temos entdo que comB| = [G : A], por hipbéteseR sera finito. Note qu& = | J,.gAr e
portanto, qualquer elemento @Gepode ser escrito comar, comr emReaemA. Como
A é gerado pelos elementos @etemos queS = Q U R é um conjunto de geradores para
G. Pela demonstracao do Lema 311.5, cdné gerado poB, temos queZ(G) = Cg(S) =
Cs(QUR). Também temos que,

Co(QUR) = MyequrCa(¥) = (MxegCa(®) N (MyerCa(y)) = Co(Q) N Co(R).

Portanto,

Z(G) = Ce(Q) N Ca(R).

Agora, comoQ é um conjunto de geradores dee A € abeliano, os elementos de
comutam e em particulak C Cg(Q). Assim, [G : Cs(Q)] < [G : A] < o, ou sejaCs(Q)
tem indice finito enG. Agora comoR é finito eG é um FC-grupo, pelo Lenia 3.1 8¢ (R)
tem indice finito. Assim, como vimos no Leima 1]0.1,

[G: Z(G)] =[G : Ce(Q) N Ce(R)] < [G : Co(QI[G : Ce(R)].

Temos que comdd : Cs(Q)],[G : Cs(R)] ambos sao finitosG : Z(G)] também é finito
e portantdG é central-por-finito.

Reciprocamente, €8 € central-por-finito, temos qué|[: Z(G)] < « e Z(G) é abeliano.
Também, pelo Lemia3.1.2, qualquer grupo central-por-finiton FC-grupo. m]

Podemos formular o lema anterior na sua forma negativa esaltado sera util para
mostrar que s& € um FC-grupo, mas nao é central-por-finito, er@&wdo é um PE-grupo.

CororArio 3.1.7. Se G é FC-grupo, mas néo é central-por-finito, e tem um subgfupo
com indice finito, entdo A ndo € abeliano.

DemonsTrA¢A0. Suponha por absurdo que o subgrédpde G com indice finito seja abe-
liano. Entéo, pelo Lema3.1.6, temos dbi€ central-por-finito, uma contradigéo. |

Ja vimos que tanto PE-grupos, como grupos central-poo-fgdib FC-grupos. Agora
gueremos mostrar que &€ um FC-grupo, mas nao é central-por-finito, eréaeéo pode
ser um PE-grupo. Para tanto precisaremos primeiro do degeima que € bastante téc-
nico e utiliza ferramentas de teoria de grafos e algumagipagres de comutadores (Veja
Proposica@ 1.015).
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Lema 3.1.8. Seja G um FC-grupo que néo é central-por-finito e assuma quenoba
duas sequéncias finitas de elementos,

@, ...,a), (b,...,by)

com as seguintes propriedades:
(i) Sei# j, entéo[a, a] # 1,
(i) Sei# j, entdo[a;, bj] = 1;
(iii) Paratodoi,[a,b] # 1;
(iv) Paratodo i j, [bi, bj] = 1.
Entéo G contém outros dois elements aby, ; tais que as quatro propriedades (i), (ii), (iii)
e (iv) continuam validas para as sequéncias

(ala ey an+l)7 (b17 s ey bn+1)

de comprimento A 1.

Sejal'(G) = I o grafo ndo-comutativo d&. Antes de comecarmos a demonstragéo,
vamos analisar o subgrafo induzido pelos vértidgs {a;, ..., an, by, ..., b,}. Observe que
emIT[V,] temos um subgrafo completo induzido pelos verti@®s...,a,}, pois sei # |
temos pela propriedadé) Que fa,a;] # 1, portanto para todd # j temos ques;, a; S0
adjacentes e assim o subgrafo induzido {zar. .., a,} € completo. Temos também que,
pela propriedadeii(), para toda [a;,b] # 1 e assimg e by séo sempre adjacentes. Pela
propriedadei(), sei # j, entdo f,b;] = 1, ou sejaa e b; ndo sdo adjacentes sempre
quei # j. Por ultimo, pela propriedadévf temos que nenhury é adjacente a outrb;,
para 1< i, < n. Para ilustrar nossa situacdo, vamos representar o Gpefp nos casos
n=2234.

b, a ap b,

Ficura 3.1.1. Grafo induzido pov, = {a;, a, by, by}.

Ficura 3.1.2. Grafo induzido povs = {ay, a, ag, by, b, bs}.
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by b,

b,
Ficura 3.1.3. Grafo induzido pov, = {ay, ap, as, ay, by, by, b3, by}

DemonsTrRA¢AO DO LEMA 3.1.8. Sejan®, = {ay,...,an,bs,..., b} e A, = Cs(Sn). Como
S é finito e por hipétes& é um FC-grupo, pelo Lenia3.1.A, = C(S,) tem indice finito
emG. Pelo Corolarid_3.117, temos qug nao é abeliano. Com#, nao é abeliano, em

particular, temos qué\,, ndo é trivial, e que existem dois elementm® em A, tais que
[a b] # 1. Definimos:

anyl = ab.LbZ"‘ bn e bn+1 =h.
Para ilustrar a construcéo desta sequéncia, partindo dmeag,

b4 a as b,

Ficura 3.1.4

Como vimos, sejans, = {a;, ay, by, by} e Ay = Cs(S,), comoA; nédo é abeliano, esco-
Ihemosa eb emA, que ndo comutam. Assim, construimos:

a1 “\ ab1 bz
EEEEEEEEE

Figura 3.1.5
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A partir da construcéo das e bs, tomandoA e B elementos dé\; que ndo comutam,
construimos:

B b,

Figura 3.1.6

A seguir utilizaremos varias vezes propriedades dos catorga vistas na Proposicao
[I.0.5. Observamos qu®,; € a,,1 nao estao erd, ou seja, de fato estamos acrescentando
elementos distintos as sequéncias (.., a,) e (by, ..., b,). Primeiro notamos que pela pro-
priedade (iii), j,b] # 1 para 1< i < n. Agora se tivéssemds,,; = a para algum
1 < i < n, teriamos quel,.1,b] = [a,b] # 1. Por outro ladoh,,; esta emCg(S,),
entadob,,; comuta comb;, para todo 1< i < n, e assim temos um absurdo. Se tivés-
semosby,; = by para 1< i < n, seguiria quel1,a] = [b,a] # 1, mas novamente
bni1 € Co(Sn) € assimb,,; comuta comg;, para todo 1< i < n, um absurdo. Agora se
tivéssemos,,,; = a para 1< i < n, teriamos qued,,1, b] = [a,b]] # 1 e por outro lado
[an.1, bi] = [abiby - - - by, by] = [bib, - - - by, b] = 1 pois pela propriedade (iv) quaisqumgrb;
comutam ea € Cs(S,), entdoa comuta conb;, para 1< i < n. Finalmente, se tivéssemos
an1 = bj para algum 1< i < n, teriamos que = b, - b;™! sem o termdy; ! e teriamos
[a,a;] # 1, parai # j, um absurdo poa esta enCg(S,). Agora vamos verificar que as
quatro propriedades valem para as novas sequémrgias.(an.1) € 01, ..., bn1):

(") Para 1< i < n, temos qued;,a,.1] = [&,abb,...b]. Comoa esta emCg(S,),
temos quea comuta comg;, b; para 1< i, j < n. Fixandoi, temos qué; comuta com
g sempre qug # i e 1< j < n, e também temos qug e b; comutam sempre que
1 < J,i < npela propriedadeay) . Portanto,

[&, an1] = [&,abiby. .. by] = [a;, bib, . .. by
=[a,b] # 1.

(i") Para 1<i < n, temos quedn.1, b] = [abib, ... b, k] = 1, poisa comuta conb; para
1 < j < neb comuta conmb; para 1< i, ] < n. Agora [a, bn.1] = [a,b] = 1, pois



3. PE-GRUPOS 25

be CG (Sn) .

(i) Sabemos qued,b] # 1 para 1< i < n. Agora comob e a comutam conb; para
1<i<necomofb] # 1, segue que

[bn+1, an+1] = [b’ abib,. .. bn]
—[ba] # L.

(iv’) Ja temos quelf,b;] = 1 para 1< i,j < n. Agora [, bn1] = [b,b] = 1, pois
b e Cs(Sh).

O

Como observamos anteriormente, vamos usar o [lemd 3.1.8 @a@ndtrar o seguinte
corolario:

CororArio 3.1.9. Se G € um FC-grupo, mas nao é central-por-finito, entdo G ndo € um
PE-grupo.

DemonsTrAgA0. SeG fosse abeliano, teriamos qdéG) = G e portanto G : Z(G)] = 1,
ou sejaG seria central-por-finito, um absurdo. Portarméao é abeliano e assim, existem
a, b tais que §, b;] # 1. Note quda,} e {b;} satisfazem trivialmente as quatro proprieda-
des do Lema3.718. Portanto, repetindo indutivamente avaggto do Lemf3.11.8, é possivel
construir a partir déa,} e {b,} duas sequéncias infinitéa, ..., a,,...} e{by,...,b,, ...} que
satisfazem as propriedades do Léma 3.1.8. Em particuleguiscia infinitday, . .., a,, ...}
€ constituida de elementos distintos que ndo comutam daisaabmo ja observamos, ou
seja,{ay,...,a,, ...} induz um subgrafo completo infinito eR{G). Portanto,G ndo é um
PE-grupo. O

Finalmente, vamos mostrar a nossa primeira caracterizdé&aon grupo central-por-
finito.

Teorema 3.1.10.G é um PE-grupo se, e somente se G é central-por-finito.

DemonsTrA¢A0. Suponha por absurdo qGe2 um PE-grupo, mas néo é central-por-finito.
Pelo Lema&3.1]3, temos que todo PE-grupo é um FC-grupo, énédom FC-grupo. Agora
pelo Corolarid_3.119, teriamos q@nao é um PE-grupo, uma contradicdo.

Reciprocamente, suponha q@eé central-por-finito. Como o indice &G) emG é
finito, [G : Z(G)] = n, dados quaisquer + 1 elementogay, ..., a,:1} emG, como temos
exatamenta classes laterais d&G) sobreG, existema;, a;, comi # j tais que eles estéo
na mesma classe lateral moddl§s), isto é,a = a;z, para algunz € Z(G). Assim,

aiaj = ajza,- = ajajz: aja,
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ou seja,a e a; comutam. Segue que elifG) ndo ha cliques com mais aeelementos e
portanto ndo pode haver cliques infinitos EnEntaoG € um PE-grupo. m]

Como dissemos no capitulo anterior, como consequéncia dermed3.1.10, podemos
caracterizar os grafos nao-comutativos planares:

Proprosi¢io 3.1.11. Seja G um grupo néo abelian®(G) é planar se, e somente se G é
isomorfo a 3, Sz, ou Q.

DemonsTrA¢AO. Dg € Qg tém grafos isomorfos e ja vimos qUi€Dg) é planar. AgoraSs
€ isomorfo ao grup®g, eT'(Dg) € planar.

Reciprocamente, suponha qui@) € planar. Vamos denot&(G) por I" simplicidade.
Sew(l') = 5, entdo existe um cliqu¥ de cardinalidade maior ou igual a 5. Tomando
subconjunto d&X tal que|Y| = 5, temos qué&’ também induz um grafo completo BeComo
I é planar, teriamos qug(Y) também é planar, um absurdo, pois pdr Theorem 9.1]
qualquer grafo completo de tamanho 5 néo pode ser plangan®grtemos que(l’) < 5.
Pelo Teorema 3.1.10, temos q@&:[Z(G)] é finito. Vamos mostrar qu&(G)| < 5. Suponha
por absurdo qué&Z(G)| > 5 e considere um subconjunto finifode Z(G) tal que|Z| > 5.
ComoG néo é abeliano, existeme y emG tais que k,y] # 1. DefinindoT = ZxU 2y,
temos qud’(T) é planar e finito. Com® € simples, temos qug(T) também é simples. O
resultadolfl, Corolary 9.5.3] diz que SE é um grafo finito, simples e planar, entdo o grau
minimo dos vértices dE é menor ou igual a 5. Entéo, aplicando no nosso caso temos que
existevum vértice enT tal quedr(v) < 5. Mas por definicdo d€, quaisquer dois elementos
deT ndo comutam, isto &, quaisquer dois elementdk @&tdo ligados por uma aresta. Como
T tém cardinalidade maior que 6, poisido esta enzZy e Zy tem cardinalidade maior que
5, temos queal-(w) > 5 para todov em T, um absurdo. Portanto, temos quéG)| < 5.
Assim, comoZ(G) e [G : Z(G)] sao finito, temos qu& também é finito. Novamente por
[4, Corolary 9.5.3], temos que existeemG \ Z(G) = V(I') tal quedr(x) < 5. Mas temos
quedr(xX) = |G\ Cs(X)| < 5, portantdCg(X)| < |G|/2 e assim

B 16~ B <61~ 1cs91 = dro.

Portanto|G| < 10. Se a ordem d& € 10, temos qué& é abeliano oG é isomorfo
a Dyq, cujo grafoI'(D,9) podemos verificar no programa Mathematica, com o comando
PlanarGraphQ, que ndo é planar. Agora se a cardinalidadé&demenor que 10, a Unica
possibilidade dé& nao ser abeliano @ ter ordem 6 ou 8. S€ é nao abeliano de ordem 6,
entdoG é isomorfo aS; e seG é ndo abeliano de ordem®,é isomorfo aQg ou Dg, como
gueriamos. m|
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3.2 GRUPOS COBERTOS POR SUBGRUPOS ABELIANOS

Um grupoG admite umacobertura finita por subgrupos abelianes pudermos escrever
G = UinzlAi tal que 0sA; sdo subgrupos abelianos. Esta secdo tem como objetivo mos-
trar uma caracterizacao de grupos central-por-finito desi®R. Baer que assegura doe
central-por-finito se, e somente Geadmite uma cobertura finita por subgrupos abelianos.

O primeiro passo para mostrar o resultado principal degi@osé analisar grupos que
tém uma cobertura finita por classes laterais, isto €,

G= q Cigi, (3.2.1)

ondeC;g; séo classes laterais a direita de subgrupode G. SeG pode ser escrito como
essa unido, queremos mostrar que as classes laterais adapggom indice infinito po-
dem ser omitidas enl (3.2.1) sem perder a propriedade detabedeG. Esse resultado é
fundamental para a demonstracdo da segunda caracterd@s;goupos central-por-finito.

Notamos que eni (3.2.1) ndo ha perda de generalidade ao emnsign classes late-
rais como classes laterais a direita, pois dad@sibgrupo dé&s e xC uma classe lateral a
esquerda, temos queE = xCxx! = CX'x, que é uma classe lateral a direita do subgrupo
C*". Antes de demonstrar o resultado devido a R. Baer, vamos afgesdguns lemas
preliminares provados por B. H. Neumann €8, [84].

Lema 3.2.1. Seja G um grupo que € a unido finita de n classes laterais dergpbg
C4,...,C, ndo necessariamente distintos de G , isto €&,

G= o Cigi-
i=1

Entao pelo menos um dos subgrupe$ein indice finito em G.

DemonsTtrA¢A0. Observamos que o lema é 6bvio para grupos finitos. Vamosakagéo
sobre o nimero de subgrupos er@xe. .., C, que sao distintos. Se todos Gssao iguais,
digamo<C; = C para toda, entadG = Uin:1Cg e portanto : C] < n, ou sejaC tem indice
finito em G. Assumimos que o resultado vale quando existeml ou menos subgrupos
distintos entre os subgrup@s,...C,. Supomos que existem > 1 subgrupos distintos
entre 0Cy4,...,C,. Consideramos um desses subgrupos, digappe assumimos que 0S
subgrupo<; emG = Uin=1 Cig estdo arranjados de forma qQ@g, ..., C, sao diferentes
deC,eCy1 = Chyz--- = C,. Podemos fazer isso pois na unido a ordem dos termos néo
importa. Agora temos dois casos, Gu= Uin:mlcngi e pelo que vimos anteriormente,
temos quéC, tem indice finito, ou existe emG tal queh ndo pertence inn:ml C.gi. Nesse
altimo caso, como as classes laterais sao iguais ou disjuetaos que

Coh N (U1 Cogi) = 0. (3.2.2)
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Como C,h esta contido enG, por (3.2.2) temos qu€,h esta contido errUi'i1 Cigi,
ou sejaC,g esta contido enlLJi";1 Cigihg. Portanto, toda classe lateral a direitajeesta
contida em uma uniéo finita de classes laterais a direitawtossy — 1 subgrupo€;. Assim,
G-= Uirzl Cigih g e por hipotese de inducéo, pelo menos um subg@iem indice finito
emG, como queriamos. mi

Ja sabemos que quando temos uma cobertura finita por clats®ss, pelo menos um
dos subgrupos da cobertura tem indice finito. A seguir pesuas que se existe apenas um
subgrupo de indice finito na cobertura, as classes latevaigutros subgrupos podem ser
omitidas da mesma.

Lema 3.2.2. Seja G um grupo que € a unido finita de n classes laterais dergpbg
C4,...,C, ndo necessariamente distintos de G , isto é,:GJin:lCigi. SeG,...,C,tém
indice infinito e G,.1 = Chi2 - - - = C,, €NtA0

G= Uin=1 Cig = Uin:m+1 Cndi,

ou seja, se apenas um subgruppté€m indice finito, entdo as classes laterais dos subgrupos
de indice infinito podem ser omitidas da cobertura.

DemonsTRA¢AO. Vamos supor por absurdo que néo terGos Uin:m+1 C.gi, isto é, existe
h em G tal queh nao pertence éJin:rmlCngi. Nesse caso, temos q@zh esta contido
em U[Zlcigi e portanto, como vimos na demonstracédo do lema anteriogsteueG =
Uiril Cigih g, ondeg é qualquer elemento d& Assim, pelo Lem&3.2l1, temos que existe
um subgrupdC;, para algum X i < m, tal queC; tem indice finito, um absurdo, pois como
C; é diferente d&€,,, para todos k i < mtemos por hipotese qug tem indice infinito. O

No proximo lema, vamos eliminar a hipétese de que existazspem subgrupo de indice
finito. Mostraremos que mesmo assim as classes lateraisidgaupos de indice infinitos
podem ser omitidas da cobertura.

Lema 3.2.3. Seja G um grupo que € a unido finita de n classes laterais dergpbg
C4,...,C, ndo necessariamente distintos de G , isto é,:G.Jin:lCigi. SeG,...,C,tém
indices infinitos, entao

n
G= U Cigi,

i=m+1
ou seja, as classes laterais dos subgrupos de indice infindem ser omitidas da cobertura
de G.

DemonsTrAgA0. Pelo Lem@ 3.2]1, temos que pelo menos um dos subg@pes. . ., C,
tem indice finito. Ndo h& perda de generalidade em supor guat@, todos os subgrupos
Cmi1, - -.,Chtémindice finito, pois caso existade indice infinito, paraalgum+1 <i < n,
podemos colocéa-lo na lista dos subgrupos de indice infinitoqueremos mostrar serem
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supérfluos para a cobertura@eDefinimos

n

D= () C.

i=m+1

ComoD ¢ a intersecao de um numero finito de subgrupos de indice, fpeto Lema
[1.0.3, temos quB também tem indice finito ed. Agora, comd esta contido erg;, para
todom+1 < i < n, entdo cada subgrupgd pode ser escrito como unido finita de classes
laterais deD, jaque G : D] =[G : G][C; : D] e [G : D] e [G : C{] sdo ambos finitos. Entéo,
comoG pode ser escrito como unido de classes laterais dos sulsgtypo. , C,, e cadaC;
pode ser escrito como unido finita de classes lateral3, g@aram+ 1 < i < n, segue quU&
pode ser escrito como uniao de um numero finito de class€s,de , C,, e deD, isto &,

G= (Q Cigi] g [Q Dyj), (3.2.3)

com U'j(ley,- = U.,..,Cig.. Portanto, pelo Lenfa3.2.2, como apebetem indice finito, as
classes laterais d&,, .. ., C;, podem ser omitidas da cobertura@gisto €,G = U'j(ley,- =
U'....Cigi, como queriamos. O

Agora que ja temos as ferramentas necessarias, devido a Beuahn em19, 84],
vamos demonstrar a segunda caracterizacdo de um grupalgentfinito, que pode ser
encontrada no livro de D. Robinsd?4, Theorem 4.16].

Teorema 3.2.4. Seja G um grupo. G é central-por-finito se, e somente se G admia
cobertura finita por subgrupos abelianos.

DemonsTrRAGAO. SuponhaG é central-por-finito, isto €3 : Z(G)] = n para algumn
inteiro positivo. Escolhemos um transver&al, - - - g} paraZ(G) = Z emG. Assim, para
gualquerg emG, temos que = gz para algunz emZ, portantog esta emg;, Z), que € um
subgrupo abeliano pois os geradores comutam. Assim,

G= O(gi,Z%
i-1

com(g;, Z) todos subgrupos abelianos @e EntdoG admite uma cobertura finita por sub-
grupos abelianos.
Reciprocamente, suponha que

i=1

onde 0sA; sao subgrupos abelianos. Pelo Ldma 8.2.3, podemos supgesdmde gene-
ralidade que todos o&; tém indice finito. Sejd = min:lAh como ja observamos, pelo
Lemal1.0.1 D tem indice finito. Se é um elemento d&, entdog esta emA; para algum
1 < i < n. Também temos qub esta contido en#; para todo 1< i < n e comoA é
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abeliano, os elementos @ecomutam com todos os elementosAjeportanto os elemen-
tos deD comutam com todos os elementos@e Segue quéd é central e assim, como
[G:Z(G)] <£[G: D] < o0, G éum grupo central-por-finito, como queriamos. O

Agora, demonstraremos mais dois resultados que ddo umaugmédor para o indice de
um dos subgrupos da cobertura.

DerinigAo 3.2.5. SejanG um grupo €C um subgrupo d&. Definimos d'densidade'de
C, denotada pa#(C), como o inverso do seu indice € se o indice é finito, isto é,

1

9(C) = [G: C]

ed(C) =0, se [ : C] é infinito.

Lema 3.2.6. Seja G um grupo que € a unido finita de n classes laterais dergpbg
C4,...,C, ndo necessariamente distintos de G , isto &; GJi”:lcigi. Entdo

i 6(Ci) > 1.
i=1

DemonsTrA¢A0. Como pelo LemB3.2.3, podemos omitir as classes lateraishggigpos
de indice infinito da cobertura dg e 6(C;) = 0 para subgrupos de indice infinito, podemos
supor sem perda de generalidade Qqe .., C, tém todos indice finito. Denotaremos no-
vamenteD como a interse¢do dos subgrug@spara 1< i < n. Agora,Cig; é a unido de
[Ci : D] classes laterais d@. Assim,G = Uin:l Cigi é aunido d&. |[C; : D] classes laterais
deD. ComoD também € um subgrupo @& temos qués € a unido de no minimdd : D]
classes laterais d®, ou seja,

[G:D] < Zn:[Ci : D].
i=1

Assim, como 5 : D] = [G: G][C; : D], temos que(; : D] = [G : D]§(C;). Portanto
DICi: D] = Y [G: D]6(C) =[G: D] Y &(Cy).
i=1 i=1 i=1

Logo,

n

Z[Ci ' D]

: i=1
2,70 e gy 2!

O

Lema 3.2.7. Seja G um grupo que € a unido finita de n classes laterais dergpbg
C4,...,C, ndo necessariamente distintos de G , isto é= CUin:l Cigi. Entédo o indice de
pelo menos um desses subgrupos em G n&o excede n.
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DemonsTtrA¢A0. Notamos que o lema é obvio para grupos finitos e sua demgastndo
precisa do conceito de densidade de um subgrupo. De fatonlsamgue® : C;] > n para
todoi. Dai, comdCig| =|Ci| e G = Uin:lC-gi, temos que
G Zin:ﬂcil
ICI ICil -

Portanto, para todp temos quen|Ci| < Y.L,|Ci|. Assim,n|Cq| + -+ + N|Cy| < N XL, |Ci|, um
absurdo, entéo exis@® tal que G : Cj] < n.

No caso geral, pelo Lenfa_3:2.6, temos gug, 6(C;) > 1. Supondo sem perda de
generalidade que os subgrupos de indice finito s&o @s$meiros subgrupo€;, segue que
> 1/[G:C] =>1. SeG:C] > nparatodd < m, teriamos que

1 1

[G:C] n

u m
Z[G c;]<Z‘_ﬁS

um absurdo. Entéo exis@ tal que G : Ci] < n. m|

[G:Ci] ==

Entao,
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ANALISE QUANTITATIVA

Como vimos no capitulo anterior, daGoum grupo, dizer qué& é central-por-finito € equi-
valente a dizer qué é um PE-grupo ou gué pode ser coberto por um namero finito de sub-
grupos abelianos, isto &, = U, A;. Note que, s& = U._, A, a coberturah = {Aq, ..., Ay}

e ditairredundantese qualquer subconjunto préprio Aeédo forma uma cobertura & ou
equivalentemente, se nenhum subgrdppode ser retirado d& de forma que os subgrupos
restantes ainda formem uma coberturaddeDessa forma, dad@ um grupo central-por-
finito, podemos definir o nUmem(G) como a menor cardinalidade de uma cobertura irre-
dundante, isto €, como o menor nimero de subgrupos abelianessarios para cob@rde
forma que esta cobertura seja irredundante. Note que, ealartstracao do Teorema 3.1.10
temos que s& é central-por-finito comG : Z(G)] = n, dados quaisquer + 1 elementos
de G, pelo menos dois dessas+ 1 elementos estardo na mesma classe latera(@ge
portanto pelo menos dois elementos comutardo. Isso inguiea tamanho maximo de um
subgrafo completo emi(G), isto €, o tamanho maximo de um clique.éJsando a notacao
do Capituld 2, temos que(I'(G)) < n. No nosso caso, sempre estaremos considerando o
grafo ndo comutativd(G) associado ao grug®, entédo neste capitulo denotaremdF(G))
simplesmente pap(G).

O obijetivo deste capitulo é relacionar esses trés indieadquantitativos associados a
um grupo central-por-finit@, isto €, relacionan, o indice deZ(G), w(G), o tamanho do
maior clique enT(G), e a(G) o tamanho da menor cobertura irredundante por subgrupos
abelianos. No final também faremos algumas consideraces aoelacdo entre(G) e a
cardinalidade d& em um grupo finito.

4.1 ReracioNanpo [G : Z(G)] E w(G)

DadoG um grupo tal que® : Z(G)] = n, ja observamos que(G) < n. Em geral, essa
estimativa pode ser melhorada quamde 1 para

w(@G)<n-1

De fato, sejaX = {xg,..., X} qualquer subconjunto d&é de tamanha. Se pelo menos
dois desses elementosg e X;, estdo na mesma classe lateral@8), entaox e x; comutam
32
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e assimX nao € um clique. Se todos o®lementos d&X estdo em classes laterais distintas
deZ(G), temos que entre esseglementos existe um, digamgs que esta na classe lateral
Z(G), isto €, o elementa; € um elemento central d&. Desta forma, temos qug comuta
com todos os outros — 1 elementos e portant ndo € um clique. Portanto, o tamanho de
um cliqgue emI'(G) deve ser sempre menor ou iguaha 1, isto €,w(G) < n- 1, como
gueriamos.

Agora vamos dar um exemplo de um grupdal que G : Z(G)] = new(G) = n-1. De
fato, consideramoByg, 0 grupo diedral de ordem 8. No Capitllo 2, ja haviamos detemioi
seu grafo ndo-comutativo (Ver Figlira 2]1.3) e notadow|ii®s) = 3. ComoZ(Dg) = {1, p?},
temos queG : Z(Dg)] = n = 4. Assim,w(Dg) = n— 1. Notamos também que nem sempre
w(G) alcanca o valon — 1. Como exemplo, considerambsg, o grupo diedral de ordem 6.
Pelo grafo ndo-comutativo dgs (Ver Figural2.1.P) temos que, ot, p°7, p%} € um clique e
gue nao ha cliqgues de tamanho maior que quatro, dad@®) = 4 . Por outro lado, como
Z(Dg) = {1}, temos queG : Z(Dg)] = n = 6. Assim,w(Dg) < n— 1.

Uma pergunta interessante sohs&) € saber se para todo inteiro positivoexiste um
grupoG tal quew(G) = m. SeG é um grupo abeliano, ent@adG) = 1. Paul Erds mostrou
gue ndo podemos atingifG) = 2. De fato, sejan® um grupo ea e b elementos dé& tais
guea e b ndo comutam. Entdo ambase b também ndo comutam com o elemeatbem
G, ou sejaw(G) > 2. Agora sejan um inteiro positivo maior que 2, B. H. Neumaritg]
observou que s& € o grupo diedral de ordemmi(— 1), entdow(G) = m. Consideramos
G = Dy, comn = 2(m— 1), isto é

Dan = (o, 7|72 =p" = 1p" = p™"),
Notamos que parafi, j <n-1ei# j, temos

[o,70'] = p"
[r,70] = p?
[0, 7p'] = p*0.

Vamos consideraH = {p,7,7p,..., 7"} e retirar os elementos que comutam, para
formar o nosso clique. Como> 2 temos que e 7p' ndo comutam para nenhumAgora,
p? = 1 parai # 0 somente quando= n/2, ou seja, vamos retirar da lidtho elementap"?.
Agora supondo quee j sdo diferentes de/2, vamos analisar quandg' e tp! comutam.
Temos que?i) = 1 somente quandio— j = n/2, isto é,i — (n/2) = j. Parai = n -1,
temos quej = (n/2) — 1 e analogamente, para= (n/2) — k, temos quej = (n/2) — K,
para 1< k < (n/2) — 1. Vamos ent#o retirar da lista os elementosp”?X, para 1<
k < (n/2) — 1. Ao retirar esses elementos He ficamos com um cliqu& de tamanho
(n+1)-1-[(n/2)-1] = (n/2) + 1. No nosso casa = 2(m - 1), entdow(G) > m. Se
existisse um clique de tamanho maior augeriamos que adicionarkaalgum elemento do
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tipo p', com 1< i < n, masp' comutaria conp. E possivel ver também que qualquer outro
clique del’(D,,) tem tamanho menor ou igualm Assim, o tamanho do maior clique de
D,, comn = 2(m- 1) é exataments, como queriamos.

DadoG um grupo central-por-finito, sabemos que nao existeni’ @) subgrafos infi-
nitos completos. Uma pergunta natural a se fazer neste pomtado qué (G) ndo possui
subgrafos completos maiores quéG), se é possivel determinar uma cota superior para
o indice deZ(G), em termos devu(G). L. Pyber, em seu trabalhibhe number of pairwise
non-commuting elements and the index of the centre in a §rotg[22], mostrou que s&
€ um grupo tal quex(G) = m, entédo

[G:Z(G)] <™, (4.1.1)

ondec € uma constante. Primeiro, observamos que € possivel eoais@penas grupos
finitos pelo seguinte resultado cuja demonstracao podaesentrada enil3, 82]:

Teorema 4.1.1. Dado G um grupo conw(G) finito, existe H um grupo finito tal que
H/Z(H) e G/Z(G) sao isomorfos e(G) = w(H).

Vamos denotar pok(G) o tamanho maximo de uma classe de conjugacaG.ded
proximo lema sera o primeiro passo para conseguirmos urageaca G : Z(G)] em funcéo
dem.

Lema 4.1.2. Seja G um grupo finito tal que(G) = m. Entao, kG) < 4nv.

DemonsTrRA¢A0. Suponha que as disjuntas classes de conjugagacedtejam indexadas
de forma crescente em relagédo a sua ordem, isto é,

1<|CI(@)l < ICI(g)l < - .

Sejar 0 menor inteiro tal que

Cll@)i+++ICI(@) > 2

Primeiro vamos mostrar qU€l(g;)| < 2m. De fato, considere o conjunto
-1
X =G\ (U Cl(g)).

Pela escolha detemos quéCl(gy)| + - - - + |Cl(gr_1)| < ‘%’ e assim, como as classes de
conjugacao sao disjuntas, temos que
G
Xl > —.
IX] > 5
ComoX é um subconjunto d&, temos que existe um subconjuo= {xy, ..., x} deX
coml < me tal queX’ é um clique de cardinalidade maximal ¥eAssim, dado elemento

de X\ X’ temos quex comuta com algurn;, caso contrario teriamos um absurdo pelo fato de
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X’ ser o clique de cardinalidade maximal. Portat@sta contido e (X)) U ... U Cgs(X)
e assim existg¢, com 1< j < |, tal que
1 G
)l > =X > —=.
Colx) 2 —IXI 2 o
Comox; esta emX, por definicdo temos queél(x;) = CI(g;) para algum > r. Logo,
pela forma como as classes de conjugacao foram ordenanhas, geie

ICI(gN)I < ICI(x))l = [G : Ca(x))] < 2m.

Agora paraY = Cl(gy) U ... U CI(gr) temos qudY| > |G|, logo|Y| + Y| > |G|. Mas
dadog um elemento en®, temos que o conjunt®Y tem a mesma cardinalidade Yelogo
lgY] + Y| > |G|. Assim, existe um elementoque esta engY N'Y, isto €,y = gy;, comy;
emY. Logo, g esta emYY e portantoG = YY. Entdo, dadg um elemento dé&s, temos
que g pertence &I(g;)CI(g;) para 1< i,j < r e temos queCl(g) esta emCl(g;)CI(g;).

Mas [CI(g)CI(g;)| < ICI(g/)l* < (2m)?, logo [CI(g)| < 4n? para todog em G, e portanto
k(G) < 4m?, como queriamos. o

Proprosi¢io 4.1.3. Se{ay, ..., as} € um clique d&'(G), entédo
w(N7.Ce(a)) < w(G) - s+ 1.
Em particular, se pegarmos=s w(G), temos queﬁis:lCG(a;) € um subgrupo abeliano.

DemonsTrRAgAO. Sejalby, ..., b} um clique do grafo ndo-comutativo Géilce(a.-). Como
cadab;, para 1< i < |, comuta coma;, para todo 1< j < s, temos que 0 conjunto
{b1,...,b_1,bay,...,bas} € umclique d¢'(G) de tamanhd+s—1 e portantd+s—1 < w(G)

e assim < w(G) — s+ 1. Podemos considerar o cliqi®, ..., by} de maior cardinalidade
de ﬂiszlcg(ai), isto é,l = w(ﬂislee(aa)) e assim temos o resultado. Em particular, se
s= w(G), temos queu(ﬂis:lCG(a;)) < 1,isto é,1°_Cs(a) é abeliano.

m]

Por definicdo temos qu&G) esta contido en\ = ﬂlece(ai). Queremos mostrar que
Z(G) = A e para tanto vamos mostrar gdle< Z(G), resultado que pode ser encontrado em
[26, Theorem 5.1].

Suponha por absurdo que existe um elemanmjoe esta e\, mas ndo esta e@(G).
Entdo existe um elementoemG tal que p,b] # 1. Para cada k¥ i < sdefinay, = g, se
[a,b] # L ey, = ag se fa,b] = 1. Assim,{yi,...,Ys b} € um clique de tamanh®+ 1, um
absurdo. Portanto, temos gdéG) = A. Assim, quands = w(G) e pelo Lema4.112, temos
que

[G:Z2@)] =[G: Al <[ [[G: Co(a)] < (4s)° = 2214109,
i=1
ondelogsé na base 2.



4. RELACIONANDO [G : Z(G)] E a(G) 36

De fato, L.Pyber conseguiu uma estimativa ainda melhor pdralice do centro em
funcdo dem = w(G). Ele prova o seguinte:

[G . Z(G)] < 2225m23(2+2Iogm)5.

Os detalhes da demonstracao de tal resultado podem sepa@ra®?2, Theorem 6.1.].
N&o apresentaremos a demonstracdo aqui, porem daremosgeimdas passos que foram
seguidos para obter essa cota.

Como ja foi observado, é possivel, sem perda de generalidadsideraiG um grupo
finito. A ideia principal de Pyber é encontrar &rum subgrupo nilpotent€ de classe no
maximo 2, isto éC’ < Z(C), e utilizar uma cadeia de subgrupt$) < Z(C) < C < G para
reduzir o problema inicial de estimativa do indiceZ(&) emG. Em [22], mostra-se que
tal subgrupo nilpotent€ de classe no maximo 2 é exatamente o subg@g{&’), ondeG’
denota o subgrupo derivado Ge

Primeiro, aplicando o Lenia4.1.2 e um resultado importaete.d. Neumann e M. R.
Vaughan-LeelZ1] que diz que

G| < k2@+5°90  ondek = k(G)

€ possivel mostrar que existe uma cota superior |@rgue depende apenas dés) = m.
Logo, pela Proposicdo 1.0.3 existém, . . ., g} geradores d&’ comt que depende também
de w(G) = m. Assim, é mostrado que existe uma cota superior gara€] que depende
apenas den. Além disso, com um argumento semelhante, mostra-se quettam@ possivel
dar uma cota superior para o indicdC) : Z(G)] um funcdo dem. Uma vez que temos
cotas para os indice&[: C] e [Z(C) : Z(G)] dependendo de(G) = m, para alcangarmos o
objetivo final faltaria apenas majorar o indiceZ{€) emC.

Utilizando os Lemals 4.7.2e 4.1.3, o autor mostra que é pEispara unmp-grupo nilpo-
tenteP de classe 2, dar uma cota superior do indic&(@ emP apenas em funcao dgP).
Agora, comaC é nilpotente finito de classe no maximo 2, [@8,[5.2.4], temos qu€ é o
produto direto dos seus subgrupos de Sylow, que em partgftg-grupos. Mas sabendo
gquew(A x B) > w(A)w(B) para quaisquer grupos e B, como é mostrado na secdo 3 de
[22], temos que é possivel achar uma cota superior para o inglit@)l emC que depende
apenas de)(G) = m. Assim, temos que

[G:Z(G)] = [G: CJ[C: Z(O)][Z(C) : Z(G)]

e usando as cotas achadas antes se chega a cota desejadadiaead®Z(G) em funcéo de
m.

4.2 Reracionanno [G : Z(G)] E a(G)

Como vimos no Teorenfa 3.2.4, todo grupo central-por-finitdepser coberto por um
namero finito de subgrupos abelianos. Portanto, € natusaddaowma relagdo entree
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a(G). A primeira questao a ser perguntada é d&dom grupo central-por-finito tal que
[G: Z(G)] = n, se podemos limitar o valor g€G) em termos de.

Notemos que dadd® = {t;,...,t,} um transversal d&(G) em G, podemos definir os
subgruposA; = (Z(G),t;). Temos que cad4; é abeliano, pois seus geradores comutam e
também, dadg um elemento d&, g esta em alguma classe lateral£{€&) emG, ou seja,

g = zt, parazum elemento central & um elemento no transversél Dessa forma, temos
gueg esta sempre efZ(G), t;) para algum 1< i < n, logoG = UinzlAi. Assim, temos que
G = Ui":lAi € uma cobertura irredundante de tamanhmr subgrupos abelianos. Como
a(G) é o tamanho da menor cobertura irredundante por subgriyetiar@os, temos que

aG) <n.

Observamos que a igualdade vale apenas quanda. De fato, sen = 1, entdo temos

G = Z(G), logoG é a sua propria cobertura por abelianos de tamanho 1 e poa(&)jt= 1.
Por outro lado, se > 1, sejaT = {1,t,,...,t,} um transversal d&(G) emG. Temos, com
a notacdo que utilizamos anteriormente, Qe UinzlAi. Mas comon > 1, temos que
G = U_ A = ULA, poisA; = Z(G) que ja esta contido ey, para 2< i < n. Assim,

aG) <n.

Uma vez que temos um grufoque pode ser coberto por um namero finito de subgrupos
abelianos, j& sabemos que ele é central-por-finito e porfént Z(G)] é finito. A questéo é
determinar se é possivel limitar o indice do centt@m termos de(G). No artigoGroups
covered by finitely many subs§2f)], B.H.Neumann encontrou algumas cotas possiveis. De
fato, ele considerou um problema ainda mais geral, andlisgrupos que n&do sao cobertos
por um numero finito de classes laterais de subgrupos. Arsggrgmos detalhes do estudo
feito por B. H. Neumann en®[)] e veremos as consequéncias dele para o problema de achar
uma cota de@ : Z(G)] = nem funcéo da(G).

4.2.1 (RUPOS COBERTOS POR CLASSES LATERAIS

Vamos comecar a examinar a situacao geral de um g@ipoberto por um namero
finito de classes laterais de subgrupos. Seéfam Aig;, com 1< i < m, classes laterais de
A4,. .., Ansubgrupos d& ndo necessariamente distintos. Como mencionamos no Capitulo
[3, ndo ha perda de generalidade em considerar classesslateieeita. Assumiremos que

m
G={Jc
i=1

de tal forma que essa seja uma cobertura irredundar® Bedemos assumir também,
pelo Lemd3.2]2, que todos Gssejam classes laterais de subgrupogde indice finito, pois
todas as classé€% com A; subgrupos de indice infinito podem ser omitidas da cobed®ra
G. Vamos mostrar que existe uma cota para esses in@ces;] dependendo apenas de
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SeG = U, C; é uma cobertura irredundante @eor classes laterais, denotaremos:
D;=A, Do=ANA,, ..., Dp=NA. (4.2.1)

O lema a seguir nos dard a primeira cota superior para o if@diceD,,]. A estimativa
desse indice é relevante pois, no caso que nos inte@ssaUElAi, ondeA,, ..., A, sao
subgrupos abelianos, temos dig, A < Z(G) e assimG : Z(G)] < [G: N,A] =[G :
Dn]. Assim, conseguir uma cota superior para o indic®glemplica conseguir uma cota
superior para o indice do centro Ge

Lema 4.2.1.Sejam A, ..., Ay subgrupos de G néo necessariamente distintos-e &g
classes laterais desses subgrupos. Se GJ",C; é uma cobertura irredundante de G por
classes laterais, entdo

G:Al<|[i""e [G:Da <] [/
i=1 j=1

DemonsTRAGA0. Sem = 1 temos ques = Cyq, entdo 5 : D;] = 1 e ndo ha nada a
demonstrar. Assim, vamos supor que> 1. Denotaremos o indice dos subgrugegor
a; = [G : A] e denotaremos tambésip = [G : Di] onde osDy sao definidos eni (4.2.1).
Como ja observamos, podemos supor que todds t&sn indice finito, ou equivalentemente,
a; é finito para toda. Pelo Lem&1.0]1, temos que

k
<[] k=1...m (4.2.2)
i=1

e comog; € finito para toda, temos que 08y séo finitos para todo ¥ k < m. Também
notamos que se acharmos uma cota superior para todes jpsr (4.2.2) temos uma cota
parad,. Por outro lado, se temos uma cota superior para [G : D], comoD, < A,
para todo 1< i < m, temos quey; = [G : A] < [G : Dp] = 6m também sera limitado
superiormente.

Agora observamos que $€ um subgrupo d& contendoD,, com [G : B] = 3, como
[G: D] =[G : B][B: Dy] temos queB : Dy] = %2, isto é,B & a uni&o dér classes laterais
distintas deD,,. Notamos também que o mesmo vale para qualquer classd Btgde B,
visto que, seB = U::lehi, entdoBg = U::lehig. Consideramos a unidol:(:lci, com
1 < k < m. Como estamos considerando uma cobertura irredundantas mmU:(:lCi néo
€ igual a toddG. ComoC; = Aigi e como cadd®d, < A sempre que K i < k, temos que
cadaA é a unido de classes lateraisldlg para 1< i < k. Logo, temos quéJ:(:lCi € a uniao
de classes laterais d®. Mas comoU:(:lCi nao é todds, temos que existe pelo menos uma
classe laterdDyg que ndo esta elan:(:lCi. Segue que a clas§kg tem que ser coberta pelos
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Ci restantes, isto €,

Dwc | Jc. (4.2.3)

i=k+1
Agora comoDy e A; séo subgrupos dé que conténD,, para todo 1< k,i < m, vimos
queDyg € a unido d% classes d®,, eC; é a uniao dé;—"i“ classes d®,,. Assim, por[(4.2.8),
como ambos os lados séo unides de classes later@ig deas classes laterais sdo disjuntas
ou iguais temos que

Sy (4.2.4)

Por (42.2), temos qug > [[; =. De (4.2.%) segue quE[L, = < + < X0, 1. e

assim temos

IA

k m
]_[ai Z ai (4.2.5)
i=1 ' i=k+1

para 1< k < m— 1. Observe que também podemos considerar 0 que corresmus-f
mente ao cask = 0 em [4.2.5), isto &,

m
Z (4.2.6)
=1
Observe que a desigualdade (4.2.6) ja havia sido demoastadapitulo anterior, no
Lemal3.2.6. Aqui vamos mostra-la de outra maneira. De fateersdo que€; é a unido de
%’:‘ classes laterais de,, e G é a unido deé, classes laterais d&,,, logo, comaG = Ui";lCi
e ambos os lados podem ser visto como unido de classesdatei), temos que

_QIH

;‘J ;”‘ (4.2.7)

Notamos que a desigualdade (4.2.7) leva em consideracé@mmasema classe lateral de
Dn pode ocorrer em mais de u@y. Lembramos qué,, > 1, pois € o indice de um subgrupo
e ques,, também é finito . Dividindo os dois lados de (4]12.7) partemos a desigualdade

(@.2.8). Agora, condensanda (4]2.6) e (4.2.5), temos:

1 w1l .
n;gzg j=1....m (4.2.8)

i=1 ! i=j !
se substituirmos por j — 1. A seguir utilizaremod (4.2.8) para achar as cotas sugsrio
desejadas. Suponha sem perda de generalidade @iesisio numerados de acordo com a
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ordem crescente dos indices. Notamos que caso isso nda,duasta renomea-los. Desta
maneira, temos que:

a1 < a2 < < am.
Logo,
1 1 1
—>=>. >, (4.2.9)
aq (0% m

Notemos quel— <=+ sempre que < i < mpor (4.2.9). Logo,
m

i=]
Portanto, por{(4.218) temos que

m-j+1

Q||a

H

- 1 _m-j+1

a| al

I
=

ou, equivalentemente

j-1
< (M- | +1)r|CYi-
i=1

Assim, temos cotas superiores para cagddependendo dee dea; para 1<i < j. De
forma concreta temos que,

a1 <M
a> < (M-1Da; < (M-1)m
a3 < (M- 2y, < (M- 2)(M - 1)n?

as < (M= 3)ajazas < (M= 3)(M-2)(m- 1)°m*

am<1-2-3.....m¢""

Notamos que a cota, < mja havia sido observada no capitulo anterior, no Lemal3.2.7.
Lembramos que; < s < ... < am, entdoy; < ay < 1-2-32--- e, paratodo ki <m.
Logo, a; < Hrj“:l jzj’z, para todo 1< i < me dessa forma temos a primeira parte do lema.
Agora, por[4.2.2) sabemos qaig < a3 - - - am. ASSim, temos que

S < - @ < MEIEE2) (= 1252 (o 2352 02,

Logo, pela soma de uma progressao geométrica temos
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[G: Dyl =6m<1-22..... mZ“:njzj—l

0 que demonstra a segunda parte do lema. m]

O proximo teorema € um resultado técnico que vale em geralmianeros reais. Como
sua demonstracao é muito extensa, ela sera omitida nestigl@amas pode ser encontrada
no Apéndicd 6. Como corolario deste teorema, teremos as IGot@as superiores para o
indice deDy,.

TeOREMA 4.2.2. Sejamu;, . . ., ay M NUMEros reais positivos tais que
1 w1
l<oyy<ar<---<ay € —SZ—,

paral < j <m, entdo

ondey =1ey,: =V?+YV, quando i> 1.

CoroLARrI0 4.2.3.Sejam A, ..., A subgrupos de G nao necessariamente distintose C
Ag; classes laterais desses subgrupos. Se GI,C; é uma cobertura irredundante de G
por classes laterais, entdo

ondey=1ey,1 =y2+Yy,parai> 1.

DemonstrAagA0. NO Teoremd 4.2]12, basta tomar= [G : A] para 1< i < m. Temos

entdo por[(4.2]18) que as satisfazem as hipéteses. M& [ N7, A] < [N, @i < Yyl €
assim temos que o resultado vale. O

Através do Lema 4.2l 1, mostramos a existéncia de cotasisiggepara cada; e para o
indice deD,,,. Como ja mencionamos, no caso particular em@eéecoberto pomsubgrupos
abelianos, temos que a existéncia de uma cota superior@arBf] implica na existéncia
de uma cota superior para o indice4(&), que é o0 que queremos.

SeG é coberto por subgrupos abelianosie- a(G), temos 5 : Z(G)] < [G : N, Al
Assim, do Corolarig 4.213, segue que

N=[G:Z@)] <[G: [ |A] < Yo
i=1
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De fato, é possivel melhorar as cotas obtidas pelo CordlaZi@ 4e trabalharmos um
pouco mais na desigualdade (412.8). Note que, pelo Llemd, 46 nossa primeira esti-
mativa, tinhamos que s®G) = 4, entdow, < 4608. Ja pelo Teorenia 4.2.2, temos que
ay < 42. Dessa forma, como o indice do centro € menor ou igual atufralose; temos
que a estimativa par&[: Z(G)] = nem funcao da(G) foi significantemente melhorada.

Agora vamos fazer uma analise da intersecao de classesdateejamA e A’ subgrupos
com indice finito ent tais que o indice d&N A’ € exatamente o produto do indiceAlem
G pelo indice d&\' emG. SejamG: Al =a,[G: Al=a’e[G: D] =6 comD =ANnA.
Suponhamos, que= aa’. Pela Proposicdo 1.0.2 , temos dbie- AA. Portanto, s€ = Ag
eC’ = A'g’ sdo duas classes lateraisAle A’ respectivamente, temos que existeemaA e
a emA tais que

gy ' = ad.
Assim, temos qua *g = a'g’ esta enC n C’. Portanto,

Dalg=DagcCnC.

Logo, como ja vimos na demonstragdo do Léma %.2.1, temo€ gua uniao deg =a
classes laterais de@ e C’ é a unido de;f—, = « classes laterais de. Entdo, como pelo menos
uma classe lateral dB estd em ambas as coberturas temos@QueC’ € a unido de no
maximo

i+é—1:a'+a(1—i)
(04 (07 (07
classes laterais de.

Agora suponha qu€ U C’ é a unido de exatamen§e+ g classes laterais d8. Nesse
caso temos qué e C’ sdo disjuntas e que< aa’, pois se tivéssemos a igualdade, cairiamos
no caso anterior. Mas, em getak [G : D] = [G : A][A’ : D], entdos € sempre multiplo
dea’. Assim,

0 <(a—-1) = ad (l— }) (4.2.10)
a

Portanto, seC e C’' ndo tém intersecédo, temos qlie (4.2.10) vale. E possiveranost
gue o mesmo vale para subgruposAjeu seja, s& € um subgrupo dé, [G : B] =B e
[G: AN B] =¢, entdo sempre que e C’ sao disjuntos temos que

1
o’ S,Ba’(l— —).
(04
Vamos agora aplicar a observagao acima na situacéo ef@ gue!”_C; € uma cobertura

irredundante dé&. Fixamos uma classe lateral, digam@s, Assim, dividimos 0<; res-
tantes de acordo com seu indice, da seguinte maneira: paras2m, seC; tem intersecao
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vazia comCy, entdoi € | e seC; tem intersecédo ndo vazia cdlj, entdoi € J. Assim, por
(4.22) e aplicandd (4.2.110) temos que parak < m

5k§ﬁai <ar- || (1—5)- [] o (4.2.11)
. 1

j<k,jed

Também temos qué (4.2.4) pode ser melhorada da seguinta,form

0 0 0 1
Ty ey —m(l——). (4.2.12)
Ok iskiel ¥ ke @i @1

Para combinaf(4.2.12 )e(4.2111), paean| e j emJ, sejam
1
,Bi:aq(l——) e ﬁj:aj.
a1
Assim, analogo ao que obtivemos dm (4.2.5), temos que

k

1 1 1\ & 1
= —<1-= —, k=1,....m-1 4.2.13
ay _5 B ( )Z ( :

e isso nos da

isto é

Zm] 1oa (4.2.14)

Agora, seguindo o raciocinio de antes, numeramos as cldsgesma quer; < «;, para
i > 1 e de forma que

B2 <P <+ < Pm
Note que se 2 pertencelatemos ques, = a» (1— é) > al(l - a—ll) =a1—-lese?
pertence &, entdo temos qu& = a, > a; > a;—1. Portanto, sempre temos g&e> a1—1.
Parai = 2,..., m, utilizamos a notacéo
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Z,-—1 e 0= !
Bi 0!1—1'

Assim as desigualdadds (4.2.13Y e (4.R2.14) podem ser itassde forma que corres-
ponde as relacdes (6.2.1) e (612.2) (Veja demonstracdoatee 4.2.2 no Apéndiceé 6), ou
seja,

12022>2> 227,20 (4.2.15)
m
>zz1 (4.2.16)
i=2
m k-1
Z z>0[ 1z (4.2.17)
i=k i=2

parak = 2,...,m. Repetindo um processo analogo ao feito para demonstrarermdgal.Z.P,
agora nas condi¢cdes anteriores e usando o fatag@dnteiro, podemos melhorar as cotas
do Corolarid4.213 para

A3 < 6,

Ay < 36,

As < 320,

Am < 3Vmn1%, param> 6,
ondevs = 10,vs = 110 evi,1 = 2 +V;, OUVi, = [62" '] comc, = 1,3419 aproximadamente.
Entdo, temos qua, < ¢,2", isto &, aplicando a situagéo anterior no nosso problena par

m = a(G), temos que
[G:Z(G)] <™,
ondec; € uma constante.

Usando o fato que todag séo inteiro, é possivel melhorar ainda mais as cotas para
m > 6. Nesse caso, obtemos:

Am < 4Wm 1%, m>6,
ondew;, = 8, Ws = 72 eWi,1 = Wi2 + W, OUW, = [, ] com ¢, = 1, 3070 aproximada-
mente. Entdo, temos qug, < c,?", isto &, aplicando a situacio anterior no nosso problema
param = a(G), temos que
[G: Z(©)] < &>,
ondec, é uma constante. Note que neste casé,uma constante menor qeieque tinhamos
obtido anteriormente.
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Finalmente, considerando a nossa situacéo principal, andtasse€; = A sdo sub-
grupos des, podemos melhorar mais ainda nossas cotas se adicionacoodigdo de que
todos os subgrupod; tem intersecdo néo vazia dois a dois, isto €, o conjurdefinido
anteriormente € vazio = a; paratodoj. Neste caso, temos qfg= a, > a1 = /(0 + 1),
entdo a condi¢dd (4.2115) se torna

1> —>2>23>--->7Zn>0 (4.2.18)

Nesse caso, com um argumento semelhante ao feito para demnan$eorema 4.2,.2,
porém mais trabalhoso, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.4. SeAp, = [G : N, A] e G pode ser coberto de forma irredundante por m
subgrupos A ..., Ay, entdo

A; <4,
A < 27,
Af < 256

A, < dyma% m>6.
ondey =1, yi.1 = Y2 + Vi

Notamos entdo que se um grugode ser coberto por 3 subgrupos abelianos, entdo o
indice [G : Z(G)] < 4 e, de fato, ele pode atingir o valor 4. S€ao grupo dos quatérnios
de ordem 8. Temos qu@s = (i) U () U (k) € uma cobertura irredundante Qg e Z(Qg) =
{1, -1}, entdo Rs : Z(Qg)] = 4.

4.3 ReracioNnanno w(G) E a(G)

Nesta secdo, dadBG um grupo central-por-finito, queremos relacionar o tamaghino
maior clique del'(G) com o tamanho da menor cobertura irredundant& ger subgru-
pos abelianos. Uma das referéncias principais desta sega@oti§o Some applications of
graph theory to finite groud8], de E. A. Bertram. Vamos ver que, em gera{G) < a(G),
apresentar alguns casos em gy6&) = a(G) e obteremos cotas @G) em funcéo dev(G).

Primeiro, sejanG = U?S)Ai uma cobertura irredundante @ de tamanho minimo
por subgrupos abelianosX c V(I'(G)) um cligue de maior cardinalidade @i¢G), isto &,
um clique de tamanha(G). Entéo, se tivéssemaes(G) > a(G), pelo Principio da Casa
dos Pombos, teriamos dois elementosXdeo mesmo subgrupo abeliaig, para algum
1 < j < a(G). Assim, comoA; é abeliano, teriamos que esses dois elementos do clique X
comutam, um absurdo. Portanto,

w(G) < a(G). (4.3.1)
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A seguir, vamos apresentar alguns exemplos de grupos &is(@) = a(G). Vamos ver
também alguns resultados relacionados ao problema de emhdicGes sobr& para que
w(G) seja igual a(G).

Sejan > 2 um numero impar e considere o grupo die@z|de ordem 2

Dan= (0,71 =p"=Lp =ph.

Note que para& i, j <n-1ei# |, temos

[o,70'] = p"2
[r,70'] = p?
[0, 7p'] = p*0.

Agora sei # 0, temos que? = 1 apenas quando= n/2 e comon € impar,i ndo é
inteiro neste caso. Da mesma form# ) # 1, para0< i, j < n—1ei # j. Também temos
quep™? # 1, poisn > 2 en € o menor inteiro positivo tal qu& = 1. Assim, temos que 0s
elementos d&X = {p, 7, 70, 7%, . . ., 7"t} ndo comutam dois a dois. Logk,é um clique de
I'(D,,) de tamanha + 1, portantav(Dyn) > n+ 1.

No trabalhoOn coverings of a finite group by abelian subgroj§], D. R. Mason
demonstrou que B8 € um grupo finito, entdo existe um inteko< |G|/2 + 1 e subgrupos
abelianosh,, . .., A tais queG = U:(zlAi. Em particular,

a(G) < Gl/2 + 1. (4.3.2)

Ent3o, pela desigualdade (413.2) no cas®gle temos ques(Dan) < a(D2n) < 220 + 1.
Portantow(Dy,) = a(D,n) = n+ 1, paran > 2 um numero impar.

A proxima proposicao nos dara uma condicao suficiente paraiougrupo central-por-
finito G satisfacav(G) = a(G).

Proposi¢io 4.3.1. Seja G um grupo central-por-finito ndo abeliano. Se para tado
elemento n&o central de G tivermos qug(K) € abeliano, entéda)(G) = a(G).

DemonsTrRAGAO. SejamX = {0, ..., 0m} Um cligue de maior cardinalidade #¢€G), isto
€, m = w(G) e xum elemento d&. Sex ndo comuta cong; para todo 1< i < m, temos
que{x,gi,...,gm} € um cligue de tamanhm + 1, um absurdo, pois o tamanho maximo de
gualquer cligue én. Assim, existeg; em X tal quex comuta comy; e portantox estd em
Cs(gi). Segue entdo que = U:ZlCG(gi). Agora, temos queg; ndo é um elemento central
e gj ndo esta enCq(gi) parai # j. Por hipotese, todos @;(g) sdo abelianos e portanto
G = Uin:]lCG(gi) € uma cobertura irredundante finita, por subgrupos almdjade tamanho
m = w(G). Assim,a(G) < w(G). Como, porl(4.3]1) temos em geral quéG) < a(G),
concluimos quey(G) = a(G), como queriamos. m|

Pela Proposicalo 4.3.1, temos imediatamente que, por egegrppos nao abelianos de
ordempg, comp e g primos distintosp < g e q = 1(modp), sdo tais ques(G) = a(G).
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De fato, temos que qualquer subgrupo propri@sdem ordemp,q ou 1. Assim, sex € um
elemento n&o central d& Cg(X) € um subgrupo préprio de. Assim,Cg(X) tem ordemp,q
ou 1, entddC(x) é ciclico e portanto abeliano. Logo, pela Proposicao¥c®dcluimos que
w(G) = a(G).

Notamos que a condicdo de todos os centralizadores de @D centrais serem
abelianos ndo é necessaria para term(s) = a(G). De fato, consider&, o grupo si-
métrico de grau 4. Lembramos gq& ndo é abeliano. Dado, por exemplo, o elemento
X = (12)(34) emS,, temos queCs,(X) = ((12),(13)(24) (34)). Agora temos, por exem-
plo, que (34)(13)(24¥ (1324) e (13)(24)(34¥ (1423), entdo os elementos (34) e (13)(24)
de Cs,(X) ndo comutam, portantGs,(x) ndo é abeliano. Vamos mostrar que mesmo as-
sim w(Ss) = a(S4). Observamos qug, pode ser coberto pelos seguintes dez subgrupos
abelianos:

AL =((1234), A; = ((1324), As = ((1243), A4 = ((123)), As = ((124), As = ((134),

Ar =((234), As = {(12),(34). (12)(34) 1}, A¢ = {(13).(24).(13)(24) 1},
Ago = {(14),(23). (14)(23) 1}.

Notamos que os subgrupds para 1 < i < 10 possuem intersecéo trivial dois a dois,
entdo a cobertura d8, formada por eles é irredundante. Assim, temos &%) < 10
e comow(Ss) < a(S4) temos quew(S,;) < 10. Também é possivel ver que o conjunto
X ={(1234) (1324) (1243) (123),(124), (134),(234), (12), (13), (14)} € um clique dd'(S,)
de tamanho 10. Assiny(S,) > 10. Logoa(S,) = w(S,) = 10.

A seguir estaremos interessados em achar cotas superoaag®) em termos de)(G).
O préximo resultado pode ser encontrado Bmgorém é um resultado devido a I.M. Isaacs
e comunicado a E.A. Bertram por meio de correspondénciadariva

Teorema 4.3.2. Defina a fungéo f indutivamente da seguinte formét) & 1 e f(n) =
n+ (g)f(n —1). Se G é um grupo tal que(G) € finito, ent&o £G) < f(w(G)); em particular,
a(G) é finito.

DemonsTtrA¢A0. Denotaremos)(G) apenas pow. Sejamx ey elementos d& que néo
comutam €cg, .. ., C,} elementos d€s(X) N Cs(y). Note que se fosse igual &y entédoy e
x comutariam, um absurdo. Entéo, o conjupayy, . .., c,y} tem tamanh@ + 1 e portanto
pelo menos dois elementos dele comutam. Camao comuta corng e cadac; comuta com
x ey, paratodo I< i < w, temos quex ndo comuta cong;y, para todo 1< i < w. Assim,
existemcyy ecjy, com 1< i, j < w ei # |, tais quec;y e c;y comutam. Como cada comuta
comy, temos
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logo ¢ e c; comutam. Mostramos que dados quaisqu&iementos d€g(X) N Cg(y),
pelo menos dois deles comutam, ou sejéCs(X) N Cs(y)) < w(G) sempre que ey nao
comutam.

Agora, sejaX = {Xy,...,X,} um conjunto de elementos que ndo comutam dois a dois e
parak # j chamamos

Bik = Ca(Xj) N Ca(X).

Comox, e Xj ndo comutam, estamos na situacgéo anterior e porta(Bp) < w(G). Vamos
usar inducao sobre para mostrar o resultado. Primeiro note ques§8) = 1, temos que
G é abeliano, entdo(G) = 1 = a(G) = f(1) = f(w(G)), entdo o resultado é 6bvio. Agora,
suponha quey(G) > 1. Por indugdo, coma(Bj) < w(G) temos que o resultado vale para
Bjx, isto é,a(Bj) < f(w(Bj)). Mas comau(Bj) < w(G), temos ques(Bj) < w(G) — 1 pois
ambos sdo numeros inteiros positivos. Assim, como por géffié uma fungdo monaotona,
temos

a(By) < f(w(Bj) < f(w - 1), (4.3.3)

ou seja,Bj pode ser coberto por no maxinf¢w — 1) subgrupos abelianos. Agora, seja
A; = Cs(Xj) \ Uk:jBix. Dado qualquer elemengpemG, temos que comuta com algur;,
para 1< j < w, pois caso contrariX U {g} seria um clique de tamanho+ 1, um absurdo.
Logo,G = U_,Cs(X;) € temos que

G= Uj-”:l ((Aj> U (Uk#i Bik)) :

Assim, comoa(Bj) < f(w — 1), se provarmos que cada;) € abeliano, teremos que a
menor cobertura minimal por subgrupos abeliano& dem no maximaw + (‘*z’)f(a) -1)=
f(w) subgrupos abelianos, como queriamos.

Vamos provar agora que cada;) é abeliano. Sejam e v elementos quaisquer do
conjuntoA;. Seu comutasse conx; para algum # je 1l < i < w, teriamos queu
estd emB; = Cg(x) N Co(x;), um absurdo poig\; = Co(X;) \ UisjBik. Assim,L =
{X1, ..., Xj-1, U, Xjs1, . . ., X,} € um clique de tamanhe. Entédo,v comuta com algum ele-
mento del.. Pelo mesmo argumento que fizemos pat@mos que ndo pode comutar com

nenhumx; parai # j, entédov comuta conu e portanto(A;) € abeliano para todo4 j < w,

Conﬂ?o%%rﬁ%', em geral, por definicdo da fundaemos quef(n) < (n!)2. Vam&k
mostrar por indugdo sobre Sen = 1, temos quef(1) = 1 = 1!°. Vamos mostrar que o
resultado vale para > 1. Temos que (n) = n+ (3)f(n - 1) < n+ (3)(n - 1)!°. Mas como
(5) = n(n - 1)/2, temos que

nin-1)(n-1)!  nlnl—-(n-1)1]  n*—nl(n-1)!
5 =N+ > =N+ >

_ n?(-ni(n—1)! + 2n)

- 5 .

f(n)<n+
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Mas como para > 1 temos qua!(n— 1)! > 2n, temos que

n?(=ni(n—1)! +2n) nl? 5
< — 1
5 <5 <n

Entdo, pelo Teorenia4.3.2 e pela observagéo anterior, tgneosm geral

f(n) <

a(G) < f(w(G)) < (w(G))2 (4.3.4)

Resumindo as informacdes encontradas nas sec¢des antdgores que

w(G) < aG) < [G: Z(Q)] < O,
parac uma constante. Notemos que usando o resultado obtido p@r Pgba o indice
[G : Z(G)] é possivel melhorar a cota @G) obtida no Teorema 4.3.2. A igualdade entre
as trés quantidades vale somente quaaf®) = [G : Z(G)], 0 que ja vimos ser pouco
interessante pois s6 é possivel quar@o Z(G)] = 1.

4.4 RELACIONANDO w E |G| EM UM GRUPO FINITO

Nesta secdo vamos conside@um grupo finito. A relacédo que existe entre a cardina-
lidade deG e o indice G : Z(G)] é clara pelo Teorema de Lagrange. Por outro lado, pelo
resultado de D. R. Masofi§], sabemos qua(G) < |G|/2 + 1. Agora queremos relacionar
0 tamanho do maior clique d&€G), isto é,w, com a ordem do grup@. Claramente usando
o resultado de D. R. Mason e a relagéo enf{®) e w(G) temos quev(G) < [G|/2+ 1. A
proxima proposicao da algumas informacdes mais detallsatas uma cota inferior para
w(G) em funcéo da cardinalidade do grupo, impondo certas coesligobre o grupG.

Proposi¢io 4.4.1. Seja G um grupo finito ndo abeliano e p qualquer nimero prin® qu
divide a ordem de G. Se existe um elemento x em G tajGy{®)| = p, entdo temos que
w(G) > [| G [*3], onde[y] é o maior inteiro menor ou igual a y.

DemonsTrA¢AO. Sejax 0 elemento dé& tal que|Ce(X)| = p e P = (X) o subgrupo ciclico
de ordemp gerado porx. Notamos quéCs(P) = P. SejaS um p-subgrupo de Sylow de
G com P contido emS. Entdo, comaZ(S) é nao trivial e esta contido ef, temos que
Z(S) = P e portanto, com&g(P) = P, temos ques = P. PortantoP é um p-Sylow deG,
ou seja,p? ndo divide a ordem d&. Também temos pelo "TeorerhgC" [23, 1.6.13] que
Ng(P)/Cg(P) € isomorfo a um subgrupo deut(P), que por sua vez € isomorfaG,._,, pois
p é primo. Portanto temos qu@| = pme ondem = [G : Ng(P)] e e = [Ng(P) : P], com
e um divisor dep — 1. Temos também qua € o nimero de conjugad®® de P. Agora,
dados{x, ..., Xn} quaisquem elementos distintos e n&o triviais, um em cada conjugado de
P, temos que eles ndo comutam dois a dois. De fato, d@0g{p*) = Cg(P)* = P*, dois
elementos s6 comutam se estiverem no mesmo conjugaBo desim,{Xy, ..., Xy} € um
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clique del'(G), ou seja,
w(G) = m.

Suponha por absurdo quégG)? < |G|. Entdom® < w(G)3 < |G|, ou sejan® < |G|. Como
|G| = pme temos quar? < pe Mas comoe € um divisor dep — 1, em particulae < p e
assimn? < p?. Comop e ms&o inteiros positivos, temos que< p. Temos também por
Teoria de Sylow quen = [G : Ng(P)] = 1(modp) e comom < p, temos quen = 1 e portanto
P € um subgrupo normal e@®. Masp < pme= pe< p?, logop < |G| < p? € como 0 grupo
G/P tem a mesma cardinalidade do seu subgmdg(P)/P, temos ques/P = Ng(P)/P.
ComoNg(P)/P é isomorfo a um subgrupo @&, ;, em particulaiG/P € ciclico.

Agora sejag < p um primo que dividees e Q um subgrupo d& de ordemq (existe
pela Proposi¢db 1.0.4). Vamos mostrar queio normalizeQ. Suponha por absurdo que
Q* = Q. Assim, para tody emQ, os elementosx(ly1x)y = x1(y-1xy) estdo enQ N P,
pois P é normal. Mas com® e Q sao ciclicos de ordem prima, com primos distintos, logo
QNP = 1. Entdoy esta enCs(X) = Cg(P) = P. Escolhendq néo trivial emQ, temos um
absurdo poi©Q N P = 1. Isso mostra que nao divide|Ng(Q)|, pois caso contrario, como
0 Unico subgrupo de ordemé P, teriamos qud®> C Ng(Q), € X normalizariaQ, o que ja
vimos ser um absurdo. Conmdivide a ordem dé& e p néo divide|Ng(Q)|, temos que
p divide [G : Ng(Q)], isto é,Q tem pelo meno$ conjugados en®, digamosQy, ..., Qp,
comQ = (x). Sex e X; séo distintos e comutam, ent&b = (X, x;) € abeliano. Mas
comox; ndo pertence &x), pois 0s conjugados se interceptam trivialmente, temos-gée
o produto direto de&x;) e (x;), portantoH tem ordemg?® e néo é ciclico. Pela ordem temos
queH NP =1, entdoH é isomorfo aHP/P, que é subgrupo d&/P. SenddG/P ciclico,H
também seria ciclico, uma contradicdo. Seasdo comutam dois a dois, para<li < p,
temos queu(G) > p > m. Logo,w(G)® > m® > |G|, um absurdo. Portantay(G)3 < |G| ndo
pode acontecer e o resultado segue.

m]

Notamos que a demonstracdo anterior é devida a |. M. IsaaPsoposicdd 4.411 tam-
bém pode ser obtida como corolario do seguinte teorema ragas g

Teorema 4.4.2. Seja G um grupo finito que contém um subgrupo proprio M tal gue p
todo x em M- {1}, temos que €(x) € M. Entdow(G) > [|G|*®], onde[r] é o maior inteiro
menor ou igual ar.

Os detalhes da demonstracdo do Teoremal4.4.2 podem setradosrem(3]. Aqui
s6 queriamos destacar que uma das ferramentas na dem@dngtrageguinte resultado de
Teoria de Grafos devido a V. K. WELE):

Teorema 4.4.3. Sejaml’ um grafo finito e simples, @ o grau de um vértice v ein
Entéo,

1
ZOEDY AW+ 1)

veV(D)
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e a igualdade é valida se, e somentelsé a unido de subgrafos induzidos por cliques
disjuntos de cardinalidade maximal.

Como exemplo do resultado na ProposiCao #.4.1, cons(@anm grupo néo abeliano
de ordempg, comp < g comp e g primos. Temos qué& tem um elemento de ordem
p, isto €, existex tal queN = (x) tem ordemp. Entdo, comad\ esta contido enCg(X),
temos queCg(X) tem ordemp ou pg. SeCg(x) tem ordempg, entdo temos qur esta no
centro deG e portantoN € um subgrupo normal dg, um absurdo, pois comp < g, temos
gue existe um subgrupd de ordemqg que € normal, pelo Teorema de Sylow. EntdolNse
também for normal, com& = MN e N N M é trivial, temos qués é o produto direto de
dois subgrupos abelianos, porta@dambém seria abeliano. Assim, temos que a ordem de
Cc(X) é necessariamentee pela Proposicda 4.4.1, temos qu&) > [(pg)Y3].

Considere o grupo de ordem 3 = 21 dado poiG = C; < C3 = (fp, f;). J& vimos,
como consequéncia da Proposi€do 4.3.1,a(® = «(G). O grafo ndo comutativo dé
esta representado na Figlra 4.4.1 abaixo.

//(

A
=
py

l!-'-g
A
=2

I

Ficura 4.4.1. Grafo nao-comutativo de= C; ~< C;

O subgrafo ressaltado em vermelho € o subgrafo induzidogliglee de tamanho maxi-
mal
X = {fy, fo, fifo, f12 6o, f1 6% f1 6%, £12627, £1265%),

encontrado atraves do comarigtimdClique[g] no programa Mathematica, isto&(G) =

8. Denotando poX = {Xi,...,Xg} 0s elementos do clique, temos pela demonstracédo da
Proposicad 4.31, qud = Ui8:1CG(xi) e essa € uma cobertura irredundante por subgrupos
abelianos. Pela Proposicdo 414.1 e pelo resultado de MESBR), como [(3 7)Y3] = 2,
temos que X w(G) = a(G) < 11. De fato, analisando o grafo ndo-comutativasjeéemos
quew(G) = a(G) = 8.




CapiTUuLO 5

(GRUPOS EXTRAESPECIAIS

Neste capitulo vamos definir a classe gegrupos extraespeciais de ord@di™, caracteri-
zar esse grupos como produto central de subgrupos de qtjeamalisar as relagées entre
w(G), a(G) e [G : Z(G)] para essa familia de grupos. Para as definigbes e ressibbadaos
sobre grupos extraespeciais teremos como referénciaoddraup Theory[25, Vol. | e 1],

de M. Suzuki.

5.1 Proputo CENTRAL

DeriNnigAo 5.1.1. SejanG um grupo eH e K dois subgrupos d&. Dizemos qués é o
produto centralinterno) deH e K, denotado poH = K ( e as vezes também pbiro K), se
[H,K] =1eG = HK.

Vamos agora observar algumas consequéncias da definiciodiggcentral.

Teorema 5.1.2. Sejam G um grupo e H e K dois subgrupos de G. Se @ =K e
D = H N K, entdo temos que:
(i) H e K s&o subgrupos normais em G;

(ii) D esta contido em @) e em 4K);

(iif) Existe um homomorfismo sobrejetor do produto diretx M em G. Seja KHlum grupo
isomorfo a H viat: H — H; e K; um grupo isomorfo a K via k K —» K;. Seja
G; = Hy x Ky, entdo a fungdo f D — G; definida como x) = (t(x), k(X)) define
um isomorfismo entre D e algum subgrupo d&4. Se Z denota a imagem desse
isomorfismo, entdo 3Z é isomorfo a G.

DEMONSTRAGAO.

(i) Como [H, K] = 1, temos qué esta enCg(H), que por sua vez € sempre subgrupo de
Ng(H). Entdo, comad também é sempre subgrupoldg(H), temos que, H estdo em
Ng(H). ComoG = HK, e em particulaK esta emNg(K) temos queéK € um subgrupo
normal deG. Analogamente, temos qui&é normal enG, como queriamos.

(i) Como observamos em (i), temos gkieesta enCg(H) , logoD = H n K esta contido
emH N Cg(H) = Z(H). De forma analoga, temos qeesta contido enZ(K).
52
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(i) Pelas propriedades de produto direto temos£i@& ) = Z(H;) xZ(K;). Vamos mostrar
gue f define um homomorfismo injetor entre. De fato,xspertence a Kefr, entdo
t(x) = 1, mas comdk é um isomorfismo, temos que = 1, entdof € uma funcao
injetora. Agora vamos mostrar que fnesta contido enZ(G;). Sejamx em D e
(t(x), k(x)™1) em Imf. Temos que(x) estda emZ(H,), pois dadoy elemento deH,,
temos que existe emH tal quey = t(h). ComoD esta enZ(H), temos quex esta em
Z(H). Logo

yi(x) = t(hx) = t(xh) = t(x)y,
e portantat(x) esta enZ(H;). Analogamentek(x)™! = k(x1) estd emz(K;). Como
Z(Gy) = Z(H,) x Z(K4), temos quet(x), k(x)™1) esta enZ(G,).

Agora definimosy : G; — G da seguinte forma: daddy(k;) em G;, existem
unicosh ek tais que 1, k;) = (t(h), k(k)). Entdo,g((hs, k1)) = hke g esta bem definida.
Também temos qug € um homomorfismo, poihfr)(kk) = (hk)(h'k’), parah,h’ em
H ek, k emK, pois H,K] = 1. Note queg € sobrejetora, pois dadgsum elemento
emG, temos que = hk Assim,g((t(h), k(k)) = g.

Falta mostrar que Kgr= Z =Imf. De fato, sejat(h), k(k)) um elemento de Key
temos quén = k1, isto é,h esta enD. Assim, f(h) = (t(h), k(h™1)) = (t(h), k(K)), entdo
Kerg esta contido erd. Por outro lado, sejaemD e (x), k(x1)) um elemento d&.
Entao, f ((t(x), k(x1))) = 1, entdo Keg = Z. Portanto, pelo Teorema de Isomorfismo,
temos qués;/Z é isomorfo &, como queriamos.

O

Podemos também construir o produto cereaterno”de dois grupos quaisquer. Sejam
H e K dois grupos, e suponha qe, um subgrupo d&(H), é isomorfo eD,, um subgrupo
deZ(K). O resultado a seguir descreve o produto centrédd demK.

Teorema 5.1.3. Sejam H e K; dois grupos, e Bum subgrupo de @;). Suponha adi-
cionalmente que um isomorfism@ntre D, e um subgrupo de(X;) é dado. O subconjunto
Z do produto direto H x K; consistindo dos elementos da forfxap(x 1)), onde x estd em
D;, € um subgrupo de(#; x K;). O grupo(H; x K;)/Z € o produto central de B H,Z/Z
e K= K;Z/Z. Temos que H é isomorfo g ld K € isomorfo a i e o subgrupo BZ/Z de H
é identificado com o subgrupgD,)Z/Z de K via o isomorfisme induzido pore.

Notamos que em geral a estrutura do produto central ndo de@genas da estrutura
dos fatoresH e K, mas também do isomorfisme (Veja [25, Vol. |, Chapter 4, Central
Products, Exercise 5]). O produto central de mais de grupde ger definido de maneira
similar. Suponha queél,, ..., H, sdo subgrupos de um grufbtais queH; e H; comutam
elemento a elemento parat j e G = H;---H,. Nesse caso, dizemos qGeé o produto
central "interno" deH,, ..., H,. Em particular, o seguinte resultado vale.



5. p-GRUPOS EXTRAESPECIAIS 54
Teorema 5.1.4. Seja G o produto central deHl . ., H,. Entédo, a fungéo definida por
(he,...,h) > hy---hy

€ um homomorfismo sobrejetor do produto diretp>H--- x H, em G. O kernel desse
homomorfismo € um subgrupo do centro do produto direto.

5.2 P-GRUPOS EXTRAESPECIAIS

Dermvigio 5.2.1. Sejap(G) o subgrupo de Frattini d&. Um p-grupo finitoG é dito
p-grupo extraespecial se

$(CG)=2(G) =G e [Z(G)=p.

Por exemplo, temos que 0s grup@s, grupos dos quatérnios de ordem ®g grupo
diedral de ordem 8 sdo 2-grupos extraespeciais. Primahgnsos que(Qg) = {1, -1},
Qg = ([i, jI) = {1, -1} e como os subgrupos maximais @g séo{l, -1,i,-i}, {1, -1, j, -]}
e {1, -1k, —k}, temos ques(Qg) = {1,-1}. Também temos qu&(Qg)| = 2, entdoQg é
um 2-grupo extrespecial. Palbs, temos queZ(Dg) = {1, 0%}, Dj = ([p,7]) = {1,p?} e por
altimo, (p), (0%, 7) e (o, pr) S&0 0s subgrupos maximaisDge a intersecéo deleq & p?}.
Também temos qu&(Dsg)| = 2, entdoDg também & um 2-grupo extraespecial.

Definimos agora op-gruposM(p?) e E(p®) de ordemp?, parap > 3, da seguinte forma:

M(p3) — <X,y| sz — yp — 1’ Xy — Xl+p>,

E(p°) = (xy| X* = y? = [xyIP = L,[xy] € Z(E(P*)))
Notamos que o grupg(p?) tem expoent e o grupoM(p?) tem expoentg@?. O préximo
teorema caracteriza os grupos néao-abelianos de opdem

Teorema 5.2.2. Um p-grupo G nédo-abeliano de ordem ¢pisomorfo a um dos seguintes
grupos:
() Se p= 2, entdo G é isomorfo a Hou Q.
(i) Se p> 2, entdo G é isomorfo a kp®) ou E(p3).

Os detalhes do resultado anterior podem ser encontrado@%rmtjeorem 4.13]. O
teorema a seguir pode ser encontrado[28) Theorem 4.18, Vol.ll] e caracterizagrupos
extraespeciais como produto central de copias dos giMigp®) e E(p?), ou deDg e Qg da
seguinte maneira:

Teorema 5.2.3. Um p-grupo extraespecial é o produto central de grupos dermrgs.
Mais precisamente, temos que se G € um p-grupo extraespentdb|G| = p?**! para
algum inteiro positivo a e um dos seguintes casos acontece:

() Se exfG) = p, entdo p> 2 e G é o produto central de a copias de grupos isomorfos a
E(p°);
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(i) Se ex|§G) = p?> e p> 2 entdo G é o produto central de () e (a — 1) copias de
grupos isomorfos a °);
(i) Se p= 2, ou G é produto central de a copias dg bu G € produto central de £e
(a—-1) copias de .
Em cada caso, a estrutura do produto central € unicamenterchéada pela estrutura
dos fatores.

Agora vamos mostrar um resultado basico gagaupos extraespeciais de ordedit?.

Lema 5.2.4. Seja G um grupo extraespecial de ordeffih Entdo para x em G Z(G),
temos que Gk) tem tamanho p e &x) € um subgrupo maximal de G.

DemonsTtrA¢A0. Temos que dadg’ um elemento d€I(x), podemos escrever
X = ¥xtx = [y, x X,

portantoCl(x) esta contido no conjunt@’x. Assim, comgdG’x| = p e a cardinalidade de
CI(x) divide a ordem dé&s, temos queCl(x) tem cardinalidade 1 op. Mas comox esta em
G\ Z(G), temos quéCI(x)| > 1 e portantdCl(x)| = p. Pela equacéo das classes (Teorema
[1.0.7), temos qued : Cs(X)] = |CI(X)] = p. EntdoCg(X) = p??, entdoCg(X) € um subgrupo
maximal deG.

]

Uma consequéncia da demonstracao do Lemal5.2.4 é g@eésem p-grupo extra-
especial de ordenp®®1, entdol'(G) é um grafo regular. De fato, temos qdgg)(X) =
IG\ Ca(X)| = p?@t — p® = p®(p - 1), isto é,dr)(X) € 0 mesmo para todoemV(I'(G)).

A seguir vamos analisar os indicadotg$) e a(G) parap-grupos extraespeciais. Como
vimos na Proposicdo 4.3.1 uma condicao suficiente paras@g = a(G) é que todos os
centralizadores dos elementos ndo centrais sejam alk®liBedatop-grupos extraespeciais
de ordemp?® satisfazem essa condigdo, como mostrado na seguinte @@mpos

Proposi¢io 5.2.5. Se G é um p-grupo extraespecial de ordeipentiow(G) = a(G).

DemonsTrRA¢A0. Vamos mostrar que todos os elementos néo centréisée centraliza-
dores abelianos. De fato, segam elemento d& \ Z(G). Pelo Lem&5.2]4, temos q@(x)
tem tamanha e portantaCg(X) tem cardinalidadg?, ja quea = 1. Comop é primo e todo
grupo de ordenp? é abeliano, temos qu&;(X) é abeliano. Portanto, aplicando a Proposicdo
[4.3.1 temos que(G) = a(G), como queriamos. m|

Para ump-grupo extraespecial de ordegp?*, coma > 1 nédo € possivel usar a Propo-
sicdo[4.311 da forma que fizemos para grupos de ompferpois nenhum centralizador de
elementos nao centrais é abeliano. De fato, BpiTheorem 4.7, Proof(d)], nenhum sub-
grupo abeliano tem indice menor gp& em um p-grupo extraespecial, entdo pelo Lema
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como o indice d€g(X) € p, parax um elemento ndo central, e como- 1, temos que
Cs(X) néo € abeliano.

Notamos que a Proposi¢Bo 5]2.5 acima, em particular, vatelpge Qg, quando con-
sideramos par@ = 2. Para esses dois grupos existe uma maneira direta de aregjtie
w(G) = a(G) sem utilizar a Proposi¢c@io 5.2.5. Ja mencionamos algunzas gelevs(Dg) = 3.
Temos que o grafos ndo comutativosige deQg sao isomorfos e portanto(Qg) = 3. Va-
mos explicitar uma cobertura irredundante pBgae Qg de tamanho 3. Sejay; = (p),
A, = (0%, 1), As = (pT p°1). Entdo,Dg = A; U A, U Az e essa cobertura é irredundante, logo
a(G) < 3. Mas comaw(G) < a(G), temos quea(G) > 3 e portant@a(G) = 3 = w(G). Para
Qsg, consideramos o0s subgrupBs = (i), B, = (j), B3 = (k). Assim,Qg = B;UB,UBz e
pelo mesmo argumento que fizemos pagatemosa(G) = 3 = w(G).

Considerando 2-grupos extraespeciais de ord@m @m geral, um resultado devido a I.
M. Issacs garante quEG) > 22+ 1, w(G) = 2a+ 1 e [G : Z(G)] = 2%. Primeiro vamos
demonstrar um lema que sera util na prova do resultado nreaddoantes.

Lema 5.2.6.Sejam G um p-grupo extraespecial e x e y elementos de G, &g, gl # 1.
O subgrupax, y) gerado por x e y € um p-grupo extraespecial de ordém p

DemonsTrAgAO. SejaE = (X, y). Como [x,y] € ndo trivial e pertence@ N E, temos que
G' NnE = G, poisG’ tem ordemp. Assim,G’ esta contido enit. Temos, pelo Teorema da
Base de Burnsidé2B, 5.2.5], queG/®(G) € um espaco vetorial sobre um corpo de ordem
p. Como®(G) = G’ = Z(G), temos que a imagem deno espaco vetoridb/d(G) é um
grupo abeliano. Assim, temos qué(G) e y®(G) geram um subspaco de dimenséo 2, logo
E tem ordemp®. Como ja vimosE/Z(G) é abeliano elementar do tip@,([) e Z(G) é um
subgrupo de ordem. Entdo, comd ndo € um grupo abeliano, temos p@B,[4.16(c), Vol.
I] que E ¢ extraespecial de ordeps. m|

TeoreMA 5.2.7. Seja G un2-grupo extraespecial de orde??**. Entdo
() [G:Z(G)] = 2%
(i) w(G) =2a+1,
(i) a(G) = 22 + 1.

DemonsTrAgX0. (i) E claro poisZ(G) tem ordem 2.

(i) Para a prova deste item seguimos as observacfes de ¢ ¥ah 27]. Suponha que
G seja o produto central dé, . .., H, grupos ondeéH; é isomorfo aQg e Dg. Suponha
que H; sdo gerados pa e b para cada 1< i < a. Sabemos que existe uma copia
isomorfa aH; no produto central del,, ..., H,, entdo vamos usar a mesma notagao
eb; para aimagem isomorfa desses elementos no produto central.

SejaX; = {a;, by a;b,}, definimos indutivament¥,, = {a,, b,}Uayb,X,_; paran > 2
um conjunto de cardinalidad@2 1. Notamos primeiro qué;, b;) e (a;, b;) comutam
elemento a elemento parg | por definicdo de produto central. Temos gieé um
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conjunto de elementos que ndo comutam dois a dois, pois s§eradores de uma
copia deDg ou Qg. Vamos mostrar qu&, € um clique dd’(G) por inducdo. Temos
queX; € um clique dd’(G) se|G| = 23. Suponha qu,,_; também seja um clique para

n > 1. ComoX, = {a,, by} U ayb,X,_1, vamos ver que seus elementos ndo comutam
dois a dois. De fato, nenhum dos elementos{gle comutam dois a dois e todos os
elementos deX,_; comutam com, e b,, portanto, parx ey elementos distintos de
Xn-1 temos que

[aabnX, anbry]l =[x, Y] # 1

[an, @nbny] = [an, bn] # 1

[Bn, anbny] = [bn, @] # 1,
isto €,X, € um clique d&’(G). Assim, X, € um clique d&(G) de cardinalidade&+ 1.

Agora vamos mostrar por indu¢édo que nao ha clique com cdiathda maior que

2a+ 1. Paraa = 1, temos qués tem ordem 2, assimG ¢é isomorfo aDg ou Qg,
e portanto um cligue tem tamanho no maximo 3. Agorase 1, X = {X,Y,...}
um clique del'(G). Temos pelo Lema5.2.6, que,y) é um 2-grupo extraespecial
de ordem 2. Pelo resultaddZs, 4.17, Vol.ll], temos ques = (x,y) * Cs({X,y)) e
pela demonstracao do Teorema3.2.3[@6) 4.16], temos também qu&;((x, y)) € um
2-grupo extraespecial. Entdo, concluimos Qu€(x,y)) tem ordem 2 e portanto
[G : Cs({x,y))] = 4. Como os elementos d¢ \ {x,y} ndo comutam conx ey,
temos que eles pertencem a classe latey@k((x,y)). Agora sejaz; e z, elementos
de X\ {X,y}, entdoz; = xyw, €z = Xyw, comw; ew, emCg({X,y)). Comoz; ez
nao comutam entre si , temos quee w, também ndo comutam. Assim, do conjunto
X\ {X, y} obtemos um cliqgue dég({X, y)) de tamanhdX| — 2. Por hip6tese de indugéo,
temos quéX| — 2 < 2a-— 1, entdo temos qu&| < 2a+ 1, como queriamos.

(iii) Suponha qués = UiszlAi € uma cobertura irredundante de tamanho minimal por sub-
grupos abelianos, isto & = a(G). SeZ(G) nado esta contido em algudy, pode-
mos substitui-lo pelo subgrupo abelia¢®, t), ondeZ(G) = (t). Desta forma, defi-
nimosB; = A, seZ(G) esta emA;, e B = (A,t), seZ(G) ndo esta em\. Temos
queG = UiS:lBi € uma cobertura irredundante por subgrupos abelianos denkemm
s = a(G), pela minimalidade da(G). Portanto temos qu&G) esta contido enB; para
todoi. Por [2, Theorem 4.7, Proof(d)], nenhum subgrupo abeliano tencéndienor
que 2, temos que o8 tem ordem no maximo®*. ComoZ(G) tem ordem 2, temos
que cada\ é a unido de no maximd2- 1 classes nao triviais d&G). Assim, como
G-= Uislei temos qués pode ser coberto por no maxins(®? — 1) classes nao triviais
de Z(G). Por outro lado, comod : Z(G)] = 2?8, temos que 0 nimero de classes nio
triviais deZ(G) emG é 22 — 1, isto é,5(2% — 1) > 222 — 1, ou sejas > 22 + 1, como
gueriamos. Come = a(G), temos 0 nosso resultado.
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O

Como consequéncia do Teorema§.2.7Gseum 2-grupo extraespecial de ordeffi2
ea > 2, entdow(G) é estritamente menor quG), pois paraa > 2 temos que 2+ 1 <
22 + 1. Paraa = 1, vimos quew(G) = a(G). Os Unicos 2-grupos extraespeciais que faltam
ser analisados sdo os can= 2, isto é, de ordem®2 De fato, para ambas as classes de
isomorfismo descritas no Teorefna 5.2.3, temos pelo Tedre?na Guew(G) = 5. Agora,
utilizando o programa GAP achamos uma cobertura de absl@a® de tamanho 5, isto €,
w(G) = 5 = a(G). Para isso, de todos os subgrupos=jdiltramos os subgrupos abelianos
de ordem maximal, isto é, de orderft2= 8. Assim, através da lista obtida, analisamos
as intersecodes desses subgrupos e escolhemos os de mersacind. Apds alguns testes
obtivemos uma cobertura de tamanho 5 de subgrupos de tarf@anho

Em geral, parg-grupos extraespeciais ndo € imediato encontrar o valas(@@. No
artigo On non-commuting sets in an extraspecial p-grofj, A. Y. M. Chin encontrou
valores exatos de(G) parap-grupos extraespeciais de ordgthcom p # 2, e encontrou
cotas inferiores e superiores pass) quandaoG € ump-grupo extraespecial de ordgufi*!
comp # 2 ea > 1. Quando ndo temos o valor déG), a melhor cota que conseguimos
até agora para(G) é w(G) < [G : Z(G)]. O resultado a seguir, apesar de ndo depender de
[G : Z(G)] é melhor do que nossa cota anterior, como vamos observar.

Teorema 5.2.8. Seja G um p-grupo extraespecial de ordefit}y com p um primo impar.
Entdo,w(G) = p+ 1, paraa= 1e para a> 2 temos que

p(p-1°-2

ap+1<w(G)< 0= 2

A primeira consequéncia desse teorema € qué&emp-grupo extraespecial de ordem
p3 comp > 2 temos queu(G) = p+ 1. Utilizando os programaSAP 4.7.5[7] para calcular
as arestas ®olfram Mathematica 10.0 [[17] para plotar e achar um cliqgue maximal em
I'(G), podemos exibir o grafo ndo comutativo de um 3-grupo egpeeial de ordem33e
expoente 3 gerado pdi, f; e f3. O programaNolfram Mathematica 10.0 [17], através
do comandd’FindClique[g]”, acha o clique maximaX = {fy, f,, f;f,, f;%f,}. Na Figura
temos o clique de tamanho 4 destacado em vermelho.

Agora sejaH um 3-grupo extraespecial de ordem) i3to €, coma = 2. Para esse grupo,
0 Teorem&5.2]8 nos diz que

7 < w(G) < 10

N&o temos a informacdo d&G), entdo a cota uma forma de estina(G) que ja conhe-
cemos éw(H) < [H : Z(H)] = 3% ou seja, o Teorema 5.2.8 melhora bastante essa cota
inicial. Esse grafo pode ser calculado e plotado, porém atilzale de vértices impossi-
bilita uma aparéncia apresentavel. Porém, para esse casnando”FindClique[g]”
encontraw(H) = 7.
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Pelo Teorema5.2.8, temos uma cota superior e inferior @B parap-grupos extra-
especiais de ordenp®®! e p > 2. Note que parg > 2, usando 0 mesmo argumento que
fizemos no Teorenia5.2.7, é possivel observa(@g > p?+ 1 paraG um p-grupo extraes-
pecial de ordenp®**, Tendo isso em vista, apesar de termos a cota tay@) < [G : Z(G)],
uma problema seria determinar cotas superiores melhoras(@). Agora, vimos que po-
demos determinar quando 2-grupos extraespeciais de ordehs&tisfazemu(G) = a(G).
Outro problema interessante em aberto seria caractgrigeupos extraespeciais de ordem
p?*! tais quew(G) = a(G), p > 2 ea> 1.
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CapITULO 6

APENDICE

6.1 ConstrUCAO DE ['(G) No GAP

A funcdoNC2 foi construida para o progran@AP 4.7.5 [7], e tem como obijetivo re-
tornar a lista de arestas do grafo ndo-comutativo assoeiaio grupaG. A funcadoNC2 é
definida da seguinte forma:

NC2:= function (G)

local Vv, lati, y, v, temp, r;
V:= Difference( G, Centre(G®));
lati:=[];

for v in V do

temp:=Difference(V,[Vv]);

r:=Filtered(temp, y-> v¥y<>y*v);

for y in r do

if not([v,y] in lati) and not([y,v] in lati) then
Add(lati, [v,y]1);

fi;

od;

od;

return(lati);

end;

Para exemplificar, sefa o grupo diedral de ordem 8. Para obter as grafo ndo-comaitativ
de Dg, procedemos da seguinte forma:
60
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gap> Read("C:/Users/vinicius/Desktop/NC2.txt");
gap> G:=DihedralGroup(IsPermGroup,8);
Group([ (1,2,3,4), (2,4) 1D

gap> NC2(®);

[ [ 2,4, (1,203, 1, [ 2,4, (1,2,3,9 1, [ 2,4, (1,4,3,2) 1],

[ (2,4, (1,492,311, [ (1,2)@3,4, (1,2,3,4) 1, [ (1,2)G3,4), (1,3) 1,

[ (1,2)(3,4), (1,4,3,2) 1, [ (1,2,3,4), (1,3) 1, [ (1,2,3,4), (1,4)(2,3) 1,
[ (1,2)(3,4), (1,3) 1, [ (1,203,4, (1,4,3,2) 1, [ (1,2,3,4), (1,3) 1,

[ (1,2,3,4), (1,4)(2,3) 1, [ (1,3, (1,4,3,2) 1, [ (1,3), (1,4(,3) 1,

[ (1,4,3,2), (1,4)(2,3) 11

gap>

Dessa forma, se o0 grufs visto como subgrupo de permutacdes é gerado por (1234) e
(2,4), alista acima nos da os elementos que estéo ligados poanasta, por exemplo, (24)
e (12)(34) sao ligados por uma arestalg(g).

6.2 DEMONSTRACAO TEOREMA 4.2.2

Como vimos no Capituld 4, temos o seguinte resultado que ag@rasmonstrado:
TeorREMA. Sejamay, ..., am MNUmeros reais positivos tais que
1 w1
l<oyy<am<---<ay € —SZ_,

para 1< j < m, entéo

ondey, = 1 eyi,1 = yi2 +y;, quandad > 1.

DemonsTrRAGAO TEOREMA 4.2.2. Para k i < mdefinax = -+ e denotex = (X, ..., Xn).
Assim, temos, por hipotese, quexpsatisfazem as seguintes relagdes:

1> >->%y,>0, (6.2.1)

@j(X) = Z Xi—| | x>0 paral<j<m (6.2.2)
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Em geral, ao longo desta demonstracao, se 0os nimerosjgais x, satisfazem(6.211)
e (6.2.2) chamaremos= (X, ..., Xm) de vetor solucdo. Dito isso, queremos achar os vetores
solugao que minimizam ox, ou [, x.. Definimos entéo

E=infx,, e yr:infl_[xi,
i=1

onde o infimo é tomado sobre todos os vetores solu¢cdo. Dernaiar conjunto de veto-
res solugdo poK. Dadox = (X, ..., Xm) um vetor enkK, sex, = £ our = [, X, dizemos
quex é otimizado. Quando for necessario sermos mais especifiadex = (X, ..., Xm)
um vetor emK, sex, = £ dizemos quex é £-otimizado e ser = []; x dizemos quex é
r-otimizado.

Agora vamos mostrar que de fato existem vetores solucadatiims. Primeiro, note que
0 conjuntoK de vetores solucdo é um conjunto compact&tieDe fato, um vetor € solucao
se satisfaz as relacdes dm (6.2.4) e (6.2.1). Vamos deratarp{(x;,...,Xm) € R"| 1>
X1 > --- > Xm > 0}. Agora, consideramos, para<lj < m, as fungbe®; : L — R e notamos
que, por[(6.212), o conjuntK de vetores solucdo é a interse¢cdo das imagens inversas de
¢j do intervalo [Q+c0), para 1< j < m, ou sejaK = ﬂ?llgoj—l([0,+oo)). Notemos que
cada funcae; € continua. Também temos que o complementaRedn conjunto [0+co)
€ 0 conjunto aberto—{,0) deR, portanto [Q+c0) € fechado. Como a imagem inversa
por uma funcéo continua de um conjunto fechado é fechada teraegdo de fechados é
sempre fechada, entd0 = ﬂ?llcpj‘l([o, +00)) € fechado. Por outro ladd, € limitado e
K C L portantoK é limitado. Como enR™ um conjunto € compacto se, e somente se
ele é fechado e limitado, temos que o conjunto de vetoreg&omki € compacto enR™,
como queriamos. Agora, consideramos as fungoesKk — R eg : K — R definidas
por f(Xg,...,%Xm) = Xm € 9(X1,...,Xm) = [1"; %. Temos quef e g sdo continuas & é
compacto, entdo pelo Teorema de Weierstia€sCoroléario 3, p.21]f e g assumem valor
minimo emK e portanto, existem vetores solu¢ao otimizados, como @med. A seguir,
vamos determinar esses vetores otimizados.

Sejax = (Xg,...,Xyn) um vetor solucdo. Se uma das coordenadas fosse igual a zero,
digamosx; = 0, por _[BIZIL), terlamos qug,; = Xj.2 =...=Xn=0¢ assimzi”;j X = 0.
Portantop;(x) = - Hi‘;ll X; > 0 e como cada € ndo negativo, teriamos que= — 1‘[{;11 X =
0. Portanto, existiria ung, com 1< i < j—1tal quex, = 0. Pegandq minimo, teriamos que
j = 1 e portanto todas as coordenadascderiam nulas, e pof(6.2.2) paja= 1 teriamos
um absurdo. Portanto, as coordenadas de qualquer vetgasals (X, ..., Xyn) Sao todas
positivas. Assim, como o infimo dee g sdo atingidos erK, temos que, em particular,e
7 S0 ambos positivos.

Agora, consideramos um vetor solugétal que

m
pr(¥) = Y % -1>0.
i=1



6. DEMONSTRAGAO TEOREMA 4.2.2 63

Vamos mostrar que, nesse cas0Aao pode ser um vetor solugéo otimizado, em outras pala-
vras, sex € um vetor otimizado, entda (x) = 0. Definimos

) Zin;lxi
Vamos verificar quex’ = (X],..., X, também & um vetor solu¢do. Primeiro, como
Xj > Xj+1, paral< j<m-1,eX"; x > 1, temos que

j=1....m

W = Xj Xj+1

DD TP WP
Comox; > 0, para todo I< j < m, poisx € um vetor solu¢ao, temos qug> 0. Também
temos que&; < 1 para todo K j < me portanto

v

X = X < ! <
DR TPV IP.
portanto as relacdes efm (6J2.1) valem para o vétor

Agora, vamos conferir também que as rela¢cGes [em (6.2.2invplra o vetorx' =
(X}, ..., Xy). Para 1< j <m, temos que

m j-1 m X; I Xi
#iX) = 2 % - -1 : :(Z ZELle]_[iﬂ ZE‘:le]

LoV (6.2.3)

1,

Por [6.2), sd = 1 temos quep;(xX) = 0. Se 1< j < m, temos quéy™, x)' > 1 pois,
por hip6teseps(x) > 0. Logo, (X, %)' (S %) = (I %)- Assim,

2t % ~ [T %
it % (SR %)™
@R (BN )) - T (E%)-TEx g
(s %)™ IR OHIE A R O I AL
pois comox € um vetor solugdo. Resumindo, vimos quexse um vetor solucao tal
queg;(x) > 0, temos quex’ = (X;, ..., X;,) também & um vetor solugdo. Mais ainda, como
> x > 1, temos ques; = ﬁ < Xj para 1< j < me em particulax;, < x, € tambem
[T2, X < [IZ; %. Assim,x ndo pode ser um vetor solugdo otimizado como queriamos
provar. Logo, s € qualquer vetor solucdo otimizado, temos que

¢1(x) = 0.

¢i(X) =

9
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Agora, como estamos procurando vetores solugéo otimizado®s considerar apenas ve-
tores solucax tais quep; = 0, isto €,

m
dox=1 (6.2.4)
i—1
Para um tal vetox, escrevemos.; X, = Z{ixi + Zi”;j X; € assim temoi[ﬂj X =
1- 371 x. Portanto,
-1

j-1
goj(x):l—in— X j=2,...,m (6.2.5)
i=1

]

i=1
Ent&o, notamos que caggx), com 2< j < m, depende apenas dps 1 primeiras coorde-
nadas do vetox.

Agora, sem = 1, temos que pof(6.2.4) existe um Unico vetor solugdo oséiduzisto &,
X=X = 1. Sem= 2, temos que; + X, = 1 e logo 1- x; = X,. Assim, por[[(6.25) temos
quegs(X) = (1 — X1) — X = X — X > 0. Portantox, > x;. Mas por hipétesex = (X1, o) €
um vetor solugao, entdo pér(6.2.1) temos gue x, e dai,x, = X, = 1.

Agora suponhamos qua > 2. Sejax um vetor solucao tal que;_; = X; para algum
1< j<m Entdo, como & x < 1 para 1<i < m, temos que

-1

m
dixzx=xaz]|x (6.2.6)
=

|l
=

Notamos que a igualdade acima ocorreZ’,éEj X = Xj €Xj_1 = Hijz‘llxi. Mas como
todas as coordenadas de um vetor solucdo sao positivass tpe¢ = m pela primeira
igualdade. Agora, pof(6.2.4) para> 2 temos que; < 1 paratodas as coordenadas. Assim,
Xj_1 = .12_11 X implica que]‘[i":‘l2 Xi = 1 um absurdo. Portantp,-1 =1, ousejaj=2=m.
Mas comam > 2, enta@ &.6 ndo pode ser uma igualdade, portafifd, x; > Hijz‘ll X € assim
¢j(x) > 0 sempre que;_; = Xj, para2< j <m.

Agora assuma gueé um vetor solucéo tal que

1) =pa(X) = =ps1(X) =0 e ¢s(X) > 0. (6.2.7)

Denotaremos pop o niumero de indices> stais quex, = Xs € assimp > 0. Temos
que ses+ P < M, entdoXs = X1 = ... = Xsrp > Xsipe1. AQOra ses+ p = m, temos que
Xs = Xsi1 = ... = Xsip = Xm. COMOp;(X) > 0 sempre que;_; = X;, temos que

ei(X)>0 j=s+1,....,s+p. (6.2.8)

Vamos considerar agora o vetdr= (x;, ..., X)) definido da seguinte maneira:
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X, sei #{s—1,s+ p}
X =9 Xs1+€ s€i=s-1
Xsip — €, S€I = S+ P

e vamos determinar> 0 de forma queX’ também seja um vetor solu¢éo. Primeiro note que
para 1< j < s—1temos que; = X sempre que X j < s— 1. Dai, por[(6.212), temos que
[T x =TI X eX™ % = M X, POiSX, ; + X, p = Xs-1+ Xsrp. ENtdo paraki < j-1
temos quep;(x’) = ¢j(X) = 0, poisp1(X) = p2(X) = ... = ps1(X) = 0

Sej > s+ p, temos que; = X paraj <i <m. Assim,

(Xs-1 + €)(Xsip — €)

Xs—1Xs+p

)(i':Xl"'(xs—l+€)"'(xs+p_E)"'Xj: Xi

Logo,
m j-1 m j-1 2 6 E
w00 =3 %[ [x= Y%= [x[1- -]
: ; s D s ; i-1 Xs—lxs+p Xs-1 Xs+p
u T I €? € €
= Z X — 1—[ X + X ( - + )
=] i-1 i=1 Xs—lxs+p Xs-1 Xs+p
I €? € €
=@i(¥) + | | % —~ + .
i=1 Xs—lxs+p Xs-1 Xs+p
Agora, COMOXs_1 > Xs,p, t€MOS queK— o 2 0. Temos também qug(x) > 0 entéo

¢j(x) > 0, quandoj > s+ p.
Por ultimo, ses < j < s+ p, temos por construcao qug(x) > 0 e por [6.2.B), temos
quey;(X) > 0 paras+ 1 < j < s+ p. Agora,

-1 -1

XI/ &"'X]_]_:Xl"'(xs—1+€)"'xj—1:nxi
i=1 i=1

-1
(-5
i=1 Xs-1

Também temos que

Xs-1
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m m
Zx{:x'j+---+x’s+p+---+x;n:xj+---+(Xs+p—e)+---+xm:ZXi—e.
=

Portanto,
m -1 m -1 -1 E
‘PJ(X):ZXi__ Xizzxi—f— X + K(X—H)
i=] i=1 i=] i=1 i=1
-1
= (pJ(X) + E[Hl:l X — 1)
Xs-1
= ¢j(X) + €A,
[ % . 3
ondeA; = —1.Temos quen > 2 por hipbéteseyp;(X) = 0 e ja notamos que < 1,

para 1< i < m. T_%)go, temos qué\; < 0 para todos < j < s+ p. Fixandoj podemos
escolhele tdo pequeno quando se queira, neste aaso%, pois, como vimosy;(x) > 0
paras < j < s+ p. Assim, escolhemassuficientemente pequeno para que seia‘fj—ffj) para
todos < j < s+p. Logo, para estetemos quep;(x’) > 0. Portanto, resumindo o argumento
acima para X j < m, as relacoed (6.2.2) valem para o vetodefinido anteriormente. A
condicao[(6.2]1) também é valida parauficientemente pequeno, portantoé um vetor
solug&o, como queriamos.

Agora note que, < Xn. De fato, ses+ p = m, entdox/, = Xorp = Xsip — € < Xsip = Xm.
Ses+ p < m, entdox/, = X,. Pelo mesmo raciocinio feito antes, temos que

m m € € e_2 m
=1 I x(1+ - - )< Xi
1i=—1[XI i=1 ( Xe-1 X l—[

S+p Xs+pxs—1 i-1

€2

pois i ip <O0e “oo < 0. Portanto, isso mostra que um vetor solugague
satisfaz as condi¢bes em (6]2.7) ndo pode ser um xedtimizado. Assim, temos que se
X = (Xq,...,Xn) €nr-otimizado, temos que;(X) = --- = ¢m(X) = 0. N&o é dificil ver que o
mesmo vale para vetorésotimizados. De fato, vimos que pasauficientemente pequena,

0s vetore<' que satisfazem

p1(X) =... = ps1(X) =0

Ps(X) < @s(X)

Xin < Xm

existem e portanto denotaremos [®0 conjunto ndo vazio desses vetores. Dato

um vetor emS, pelo raciocinio anterior € possivel ackxédirem S tal queps(X”) < ¢s(X) €
X" < X, < Xm. Seguindo 0 mesmo raciocinio, temos que existetor emS que minimiza
a funcaopg(y) e, como vimos, esta funcao pode ficar tdo proxima de zerctgsangueira.
Assim, seu minimo &@s(u) = 0. Podemos trocar, entdspor s+ 1 nas condi¢cdes acima.
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Assim, depois de um numero finito de passos teremos um udtdrquepi(u) = --- =
em(U) = 0 euy < Xm, €ntaouy, = £.

Agora, ja sabemos que os vetores solucdo otimizado$z, . . ., z,) que estamos pro-
curando sao vetores solucdo tais qué) = --- = ¢n(2) = 0. Primeiro, parg > 1 temos

por (6.2.5) que

j-1 -1
¢i@=1->z-|]z=0
i=1 =1

Isolandoz;_; temos que

1— 21—2 ' nj—z

1+ H| 1 z. 1+ H| 1 z.

PoisSyj_1(2) = 1- ZIJ 122. H, 12, 0. Como todas as coordenadas de um vetor solucéo séo
positivas, podemos escrevgr= 1/af para 1< i < m. Assim,

Zi1=

a/]_lz—:l 1_11—2—1+l—[0 .= ,...,m (629)

Dai, temos quer; = o), ; = 2,a, = 1+ ) = 3,a; = 7, e assim por diante. De forma
geral, definimos a sequéndig} comoy; = 1 eyi,; = yi* +y;. Entéo, temos que;, = y; + 1,
a, =Y+ 1,a,, , = Yyn1 + 1. Para determinarmag,, notamos quep1(z2) = 0. Entao,
pn 'z +z,=1, dal

m-1 m-1
Zn=1->2z=]]z
i=1 i=1

pois¢m(2) = 0. Entéo,

m-1

’

= l_[ a; = a;n—l(a;n—l -1)= (Ym-1— L)Ym-1 = Yms
i=1

, 1
Clm:a

poisa) ; =1+ H.J fa’ , por (6.2.9) e dessa forma construimos os vetores que @vaeis

mos. Notamos que

m m-1

r r 2 2
[t =an] ot =ai? =3
i=1 i=1

Comoz é um vetor solucao otimizado, temos querpmiciais satisfazem as desigualda-
des pedidas e a demonstracéo esta completa.
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