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Resumo

Um grupoG é dito central-por-finito se o índice do centro [G : Z(G)] é finito. É possível

caracterizar a classe dos grupos central-por-finito de várias maneiras. Uma dessas, devida

a R. Baer [19], assegura que um grupo é central-por-finito se, e somente seele admite uma

cobertura finita por subgrupos abelianos. A partir de um problema de teoria dos grafos

proposto por Paul Erd̋os, B. H. Neumann [18, 4.4] caracterizou os grupos central-por-finito

de outra maneira, assegurando que um grupo é central-por-finito se, e somente se ele é um

PE-grupo, isto é, um grupo cujo grafo não-comutativoΓ(G) não possui subgrafos completos

infinitos.

Essas duas caracterizações levam a considerar, de maneira natural, três indicadores nu-

méricos relacionados a um grupo central por finito. Primeiro, [G : Z(G)], o índice do centro,

segundo,a(G), o número mínimo de subgrupos abelianos necessários para cobrir o grupoG

de forma irredundante, e terceiro,ω(G), o tamanho do maior subgrafo completo deΓ(G), isto

é, o tamanho do maior clique do grafoΓ(G). Um problema interessante então é relacionar

essas três quantidades, encontrando cotas de uma em função de outra e também determinar

condições sob as quais valem as igualdades. Em geral, dadoG um grupo central-por-finito,

sempre temos queω(G) ≤ a(G) ≤ [G : Z(G)] ≤ cω(G), ondec é uma constante. Além disso,

quandoG é finito, é natural relacionar os indicadores [G : Z(G)], a(G) eω(G) não só entre

eles, mas também com a ordem deG.

Portanto, neste trabalho vamos estudar as duas caracterizações de grupos central-por-

finito mencionadas anteriormente, relacionar os três indicadores numéricosω(G), a(G) e

[G : Z(G)] e apresentar vários exemplos, entre eles a família de grupos extraespeciais de

ordemp2n+1.

Palavras-chave: Grupos Central-por-finito, PE-grupos, Coberturas de Grupos,Grafo

não-comutativo.
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Abstract

A groupG is said to be central-by-finite if the index of the center [G : Z(G)] is finite. It is

possible to characterize the class of central-by-finite groups in many ways. One of them, due

to R. Baer [19], guarantees that a groupG is central-by-finite if and only ifG can be covered

by finitely many abelian subgroups. Motivated by a question on graph theory proposed by

Paul Erd̋os, B. H. Neumann [18, 4.4] has characterized central-by-finite groups in a different

way, ensuring that a groupG is central-by-finite if and only ifG is a PE-group, that is, a

group whose non-commuting graphΓ(G) contains no infinite complete subgraph.

Both characterizations lead us to consider, in a natural manner, three numerical indicators

related to a central-by-finite group. First, [G : Z(G)], the index of the center, second,a(G),

the minimum number of abelian subgroups necessary to cover the groupG in an irredundant

way, and finally,ω(G), the size of the biggest complete subgraph ofΓ(G), that is, the size

of the biggest clique ofΓ(G). It is interesting, then, to relate those three quantities, finding

bounds of one in function of the other and also determining conditions under which equalities

hold. In general, for a central-by-finite groupG we have thatω(G) ≤ a(G) ≤ [G : Z(G)] ≤

cω(G), wherec is a constant. Besides that, whenG is finite, it is natural to relate the indicators

[G : Z(G)], a(G) eω(G) not only with each other, but also with the order ofG.

Therefore, in this essay we are going to study the two characterizations mentioned above,

relate the three numerical indicatorsω(G), a(G) and [G : Z(G)], and present many examples,

among them, the class of extraspecialp-groups of orderp2n+1.

Keywords: Central-By-Finite Groups, PE-groups, Covering of Groups, Non-Commuting

Graph.
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Introdução

SejaG um grupo arbitrário, denotamos porZ(G) o centro deG. Uma forma de medir

quão "longe" um grupo é de ser abeliano é dada achando o índice [G : Z(G)] de Z(G) em

G, já queG é abeliano se, e somente se [G : Z(G)] = 1. Dizemos queG é um grupo

central-por-finito se o índice do centro [G : Z(G)] é finito. Um resultado bem conhecido

devido a R. Baer [24] caracteriza os grupos central-por-finito como grupos que admitem

uma cobertura finita por subgrupos abelianos, isto é, gruposque podem ser vistos como a

união de um número finito de subgrupos abelianos. Uma das implicações desse resultado é

óbvia, pois seG é central-por-finito, podemos escolher um transversalT = {t1, . . . , tn} para

Z(G) sobreG e considerando os subgruposAi = 〈Z(G), ti〉, temos queG pode ser visto como

a união den subgrupos abelianosAi. A outra implicação do teorema de Baer é menos óbvia

e segue de um resultado de B. H. Neumann [19], que trata de coberturas finitas de umG

por classes laterais de subgrupos e garante que dada qualquer cobertura de um grupoG por

um número finito de classes laterais de subgruposHi, sempre é possível retirar as classes

laterais dos respectivos subgrupos de índice infinito sem perder a propriedade de cobertura

deG. Essa observação aplicada ao nosso caso, garante que dada uma cobertura finita deG

por subgrupos abelianos, sempre podemos excluir da mesma subgrupos de índice infinito,

sem, por isso, perder a propriedade de cobertura deG. Sabendo disso, é simples achar um

subgrupo central de índice finito emG.

Em vista dessa caracterização, dadoG um grupo central-por-finito, é natural considerar

o conceito de cobertura irredundante deG por subgrupos abelianos e definir o númeroa(G)

como o tamanho da menor cobertura irredundante deG por abelianos. Em particular, surge

a questão: dadoG um grupo central-por-finito, que relação existe entre o índice do centro

n = [G : Z(G)] e a(G)? De fato, B. H. Neumann em [19] observa que se o índice do

centro deG é n, entãoa(G) ≤ n e que a igualdade vale se, e somente sen = 1. É possível

também encontrar uma cota superior paran dependendo apenas dea(G), porém a prova

é mais técnica. De fato é possível estudar um problema mais geral, ou seja, considerar

uma cobertura finita deG por classes laterais de subgrupos. Um caso particular dessas

coberturas é justamente uma cobertura dada por subgrupos e quando nos reduzimos a esse

caso, adicionando algumas condições sobre as interseções dos subgrupos da cobertura acha-

se uma cota do tipon ≤ c2a(G)
, ondec é uma constante.
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INTRODUÇÃO iv

Outra forma de olhar quando um grupo é "distante" de ser abeliano é considerando a

relação de comutatividade entre pares de elementos emG. De fato,G será abeliano se, e

somente se para todo parx ey de elementos deG, temos quex ey comutam. Portanto, se um

grupo é abeliano e queremos achar um conjunto (não unitário)de elementos distintos que

não comutam dois a dois, não achamos tal conjunto. Agora, considerando um grupo não-

abeliano, sempre temos subconjuntos de elementos distintos que não comutam dois a dois

e o maior tamanho desse subconjunto emG (quando for possível definir) dará informações

sobre o quão "longe" de ser abeliano é o grupo. Notamos que existe uma maneira muito

intuitiva de representar esses conceitos, associando aG um grafo.

DadoG um grupo, há várias maneiras de associar aG um grafo. Chamamos de grafo

não-comutativo deG, denotado porΓ(G), o grafo não-direcionado cujo conjunto de vértices

é o conjunto de elementos deG e dois vérticesx ey são ligados por uma aresta se, e somente

se [x, y] , 1, isto é, se e somente sex e y não comutam como elementos deG. Em geral,

dadoΓ um grafo eV seu conjunto de vértices, um subconjuntoX de V é dito um clique

deΓ se o subgrafo induzido porX é completo, em outras palavras, se todos vértices deX

estão conectados dois a dois por uma aresta. Considerando o grafo não-comutativoΓ(G), um

clique dele corresponde a um subconjunto deG cujos elementos não comutam dois a dois.

Paul Erd̋os, em 1975, propôs o seguinte problema:

Seja G um grupo tal queΓ(G) não contém nenhum subgrafo infinito completo; existe uma

cota superior finita para a cardinalidade de um subgrafo completo deΓ(G)?

Chamaremos os grupos cujo grafoΓ(G) não tem cliques infinitos de grupos de Paul

Erdős, ou somente PE-grupos. B. H. Neumann [18] respondeu a essa questão afirmativa-

mente, isto é, paraG um PE-grupo, existe cota superior finita para a cardinalidade de um

clique deΓ(G). O interessante é que B. H. Neumann não somente mostra a existência de

uma cota, mas de fato também prova que a classe dos PE-grupos coincide exatamente com a

classe dos grupos central-por-finito. Lembramos que um grupo cujas classes de conjugação

são todas finitas é chamado um FC-grupo. A ideia principal de Neumann foi mostrar que

tanto PE-grupos quanto grupos central-por-finito são FC-grupos e logo ver que seG é um

FC-grupo mas não é central-por-finito, então ele não pode ser um PE-grupo. Dessa forma,

vemos que seG é um PE-grupo, entãoG é central-por-finito. A recíproca vem de uma ob-

servação mais elementar: seG é central-por-finito e seu centro tem índicen, então dados

quaisquern + 1 elementos deG, pelos menos dois deles estão na mesma classe lateral de

Z(G) e portanto comutam. Em vista da caracterização provada porNeumann é natural de-

finir para um PE-grupo a quantidadeω(G), a cardinalidade do maior clique deΓ(G). Em

particular, segue que sen > 1 é o índice do centro, entãoω(G) ≤ n− 1.

Agora, dadoG um grupo central-por-finito, como ele é um PE-grupo, uma questão inte-

ressante é perguntar se é possível obter uma cota paran = [G : Z(G)] em função deω(G).
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Em [22], L. Pyber mostrou que seG é um grupo tal queω(G) é finito (de fato, ele é um PE-

grupo), então existe uma constantec tal quen ≤ cω(G). A ideia principal dessa demonstração

foi reduzir o problema ao estudo dep-grupos de classe de nilpotência 2. De fato, Pyber

encontra um subgrupoC tal queC′ 6 Z(C), de classe no máximo 2 emG e logo, usando a

cadeia de subgruposZ(G) 6 Z(C) 6 C 6 G acha a cota desejada para o índice deZ(G).

Das duas caracterizações citadas acima, segue que sempre temos três indicadores numé-

ricos relacionados a um grupoG central-por-finito,n, o índice do centro,a(G), o tamanho da

menor cobertura irredundante finita deG por subgrupos abelianos eω(G), a cardinalidade

do maior clique deΓ(G). Da mesma forma como já foi observada a relação entren eω(G) e

entren e a(G), é também natural relacionarω(G) coma(G). Em [3], E. A. Bertram observa

que como dois elementos de um clique deΓ(G) não comutam, eles nunca podem pertencer a

um mesmo subgrupo abeliano em uma cobertura finita deG. Assim,ω(G) ≤ a(G). Conside-

rando essa cota superior, é interessante nos perguntarmos quando temos a igualdade. Uma

condição suficiente para queω(G) = a(G) é pedir que todos os centralizadores dos elementos

não centrais deG sejam abelianos. Com esse resultado é fácil verificar, por exemplo, que

grupos não abelianos de ordempq com p e q primos, p < q e q ≡ 1(modp) sãos tais que

ω(G) = a(G), assim como os grupos extraespeciais de ordemp3, parap ≥ 2. Por outro lado,

em [3] Bertram apresenta uma elegante prova devida a I. M. Isaacs daexistência de uma

função monótonaf tal quea(G) ≤ f (ω(G)), o que nos dá uma cota superior paraa(G) em

função deω(G) do tipo a(G) ≤ (ω(G)!)2. Resumindo, seG é um grupo central-por-finito,

em geral temos queω(G) ≤ a(G) ≤ [G : Z(G)] ≤ cω(G), para alguma constantec.

Notamos como as várias caracterizações dos grupos central-por-finito nos levam a re-

lacionar entre si a quantidadeω(G), associada mais às características do grafoΓ(G), e os

indicadoresa(G) e [G : Z(G)], mais explicitamente associados aos aspectos puramentees-

truturais do grupoG. De qualquer forma as estreitas relações entre essas quantidades são

naturais, já que todas elas nos dão informações sobre as relações de comutatividade entre os

elementos deG e, em algum sentido, todos medem quanto um grupo não-abeliano G está

"longe" de ser abeliano. Como foi mencionado, um grupoG central-por-finito é sempre

um FC-grupo e portanto faz sentido definirk(G) como a maior cardinalidade de uma classe

de conjugação emG. Veremos também quek(G) tem uma relação estreita com os demais

indicadores e tem um papel importante na obtenção de algumasdas cotas.

Agora restringindo nossa atenção a um grupo finitoG, surge naturalmente a questão de

relacionar os três indicadoresω(G), a(G) e [G : Z(G)] não somente entre eles, mas também

com a cardinalidade deG. Além da óbvia relação entre|G| e o índice do centro deG,

queremos destacar que em [16], D. R. Mason provou que para um grupo de ordem finita

existe um inteirok ≤ |G|/2+ 1 e subgrupos abelianosA1, . . . ,Ak que formam uma cobertura

irredundante deG. Assim, em particular temos quea(G) ≤ [|G|/2] + 1. Ao que diz respeito

a relação entreω(G) e a cardinalidade deG, em [3] Bertram mostra, usando também um

argumento de Teoria de Grafos, que seG é um grupo finito contendo um subgrupo próprio
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M tal que para qualquer elemento não trivialx deM temosCG(x) 6 M, entãoω(G) ≥ [|G|1/3],

onde [r] é o maior inteiro menor ou igual ar. Em particular, desse resultado segue que seG

é um grupo finito não-abeliano,p é um primo que divide a ordem deG e existex emG tal

queCG(x) tem ordemp, entãoω(G) ≥ [|G|1/3].

Analisaremos os 2-grupos extraespeciais de ordem 22a+1. Para esses grupos, um resultado

devido a I. M. Isaacs diz quea(G) ≥ 2a + 1 eω(G) = 2a+ 1. Além disso, veremos quep-

grupos extraespeciais de tamanho 22a+1 ea > 2 nunca satisfazemω(G) = a(G).

Em conclusão, essa dissertação tem como objetivo caracterizar e analisar grupos central-

por-finito, relacionando os três indicadores numéricosω(G), a(G) e [G : Z(G)] apresentados

acima. O trabalho está dividido em cinco capítulos e um apêndice. No Capítulo 1, iremos

lembrar alguns resultados e definições básicas de Teoria de Grupos que serão utilizados ao

longo da dissertação. No Capítulo 2, vamos apresentar algumas definições de Teoria de

Grafos, bem como algumas observações e resultados sobre grafos não-comutativos e uma

versão infinita do teorema de Ramsey. No Capítulo 3, apresentaremos os resultados de Baer e

Neumann caracterizando das duas maneiras já citadas gruposcentral-por-finito. No Capítulo

4 analisaremos as relações entre os indicadores quantitativos, ω(G), a(G) e [G : Z(G)],

associados a um grupo central-por-finito. No Capítulo 5 vamosconsiderar a família dos

grupos extraespeciais e analisar os indicadoresω(G), a(G) e [G : Z(G)] neste caso específico.

Finalmente, no Apêndice vamos definir uma função para o programa GAP utilizada para

construir o grafo não-comutativo de um grupo finitoG e também iremos apresentar alguns

detalhes técnicos de algumas demonstrações "analíticas" utilizadas nessa dissertação.



Capítulo 1

Preliminares

O capítulo a seguir tem como objetivo apresentar definições eresultados a respeito de Teoria

de Grupos que serão utilizados ao longo deste trabalho. Assumiremos os Teoremas de Iso-

morfismo e o Teorema de Lagrange. Utilizamos como referências principais os livros de I.

M. Isaacs, [8] e de D. Robinson [23].

Dado um grupoG, denotamos um subgrupoH deG por H 6 G. Um subgrupo próprio

M deG é ditomaximalse sempre queM está contido emH, paraH um subgrupo, ouM = H

ou G = H. Definimos então osubgrupo de Frattini, denotado porΦ(G), como a interseção

de todos os subgrupos maximais deG. SeG não tem subgrupos maximais, então definimos

Φ(G) = G.

DadoH um subgrupo deG, podemos definir uma relação de equivalência nos elementos

deG da seguinte maneira:

x ∼ y⇔ xy−1 ∈ H.

Assim, as classes de equivalência dessa relação são chamadas declasses lateraisde

H em G. Se escolhermos um único elemento de cada classe lateral distinta, teremos um

subconjuntoT deG chamadotransversaldeH emG. Podemos definir as classes laterais à

direita ou a esquerda, isto é,{Ha | a ∈ G} ou {aH | a ∈ G}. O número de classes laterais

à direita é mesmo que o número de classes laterais à esquerda eé chamado deíndicede H

emG. Denotaremos por [G : H] o número de classes laterais. Um subgrupoN deG é dito

normal segN = Ng, para todoG em g e é denotado porN E G. Definimoscentro de G

por Z(G) = {x ∈ G | xg= gx,∀g ∈ G} e temos queZ(G) é um subgrupo normal deG. Se

K 6 H 6 G, então

[G : K] = [G : H][H : K].

Vamos lembrar alguns resultados sobre índices de subgrupos.

1



1. PRELIMINARES 2

Proposição 1.0.1. Seja H,K 6 G. Então[G : H ∩ K] ≤ [G : H][G : K].

Demonstração. Denotaremos o conjunto de classes laterais à esquerda de umsubgrupo

D 6 G por {aD}. Note queH,K 6 G, entãoH ∩ K também é um subgrupo deG. Considere

a funçãoϕ : {a(H ∩ K)} → {aH} × {aK} tal queϕ(a(H ∩ K)) = (aH,aK). Vamos mostrar

queϕ está bem definida. De fato, dadosa(H ∩K) eb(H ∩K) em{a(H ∩K)} temos queab−1

está emH ∩ K, isto é,ab−1 está emH e ab−1 está emH. Assim, por definição,aH = bH e

aK = bK, logoϕ(a(H ∩ K)) = (aH,aK) = (bH,bK) = ϕ(b(H ∩ K)). Portantoϕ está bem

definida. Agora basta mostrar queϕ é injetiva. Seϕ(a(H ∩ K)) = ϕ(b(H ∩ K)), temos que

(aH,aK) = (bH,bK), e assimaH = bH e aK = bK. Logo, ab−1 está emH ∩ K, então

a(H ∩ K) = b(H ∩ K), e portantoϕ é injetiva. Assim, temos o resultado. �

Da mesma forma temos que seA1, . . .An são subgrupos deG,

[G :∩n
i=1Ai] ≤ [G : A1] · · · [G : An]. (1.0.1)

Proposição 1.0.2.Sejam G um grupo e H e K subgrupos de G. Se H e K têm índice finito

em G e[G : H ∩ K] = [G : H][G : K], então G= HK.

Demonstração. Primeiro temos que

[G : H ∩ K] = [G : H][H : H ∩ K] = [G : H][HK : K].

Logo, se [G : H ∩ K] = [G : H][G : K], então [G : K] = [HK : K]. Mas também temos que

[G : K] = [G : HK][HK : K] = [G : HK][G : K], logo [G : HK] = 1, isto é,G = HK. �

Dado X subconjunto deG, dizemos queG é geradopor X se sempre queg pertence

a G, podemos escreverg = c1 · · · cn tais queci está emX ou ci
−1 está emX. Nesse caso,

denotamosG = 〈X〉. SeX é finito, dizemos queG éfinitamente gerado.

Proposição 1.0.3. Seja H um subgrupo próprio de um grupo G tal que o índice[G : H]

é finito e seja p o menor divisor de[G : H]. Então existem um inteiro positivo1 ≤ m ≤

logp[G : H] e elementos x1, · · · , xm em G tais que G= 〈x1, · · · , xm,H〉.

Demonstração. DefinimosH0 = H e para j ≥ 1, definimosH j = 〈xj ,H j−1〉 para xj

algum elemento escolhido emG \ H j−1 enquantoH j−1 < G. Como [G : H] é finito, temos

que existe umm ≥ 1 tal queHm = G. Dessa maneira, construímos a série de subgrupos

H = H0 < H1 < · · · < Hm = G. Agora temos que [H j : H j−1] divide o índice de [G : H] e

como o menor primo que divide [G : H] é p, temos que [H j : H j−1] ≥ p. Assim,

[G : H] = [Hm : Hm−1] · · · [H1 : H0] ≥ pm.

Logo, temos quem≤ logp[G : H].

Para completar a nossa demonstração, notamos queG = Hm = 〈xm,Hm−1〉 = · · · =

〈x1, · · · , xm,H〉, como queríamos. �
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Agora, o menor primop que divide a ordem de [G : H] satisfaz 2m ≤ pm, então a

Proposição 1.0.3 parap = 2 vale para qualquer subgrupo próprio de índice finito deG.

A ordemde um grupo é definida como a cardinalidade desse grupo. Sejag um elemento

deG. A ordem deg, denotada poro(g) é definida comoo(g) = n, sen é o menor número

inteiro não negativo tal quexn = 1, eo(g) = ∞ caso contrário. Definimos oexpoentede

um grupo, denotado porexp(G), o menor inteiro positivom tal quexm = 1 para todox em

G, quando esse inteiro existe. Caso contrário definimosexp(G) = ∞. A demonstração do

próximo resultado pode ser encontrada em [23, 1.6.17]

Proposição 1.0.4 (Teorema de Cauchy).Se p é um primo que divide a ordem de um grupo

finito G, então G contém um elemento de ordem p.

Agora vamos definir e apresentar algumas propriedades de comutadores. Dadosx ey em

G, ocomutador de x e y, denotado por [x, y], é definido por [x, y] = x−1y−1xy. Dizemos quex

é igual oconjugadodey poru quandox = u−1yue denotaremosu−1yu= yu. Temos também

que (g−1)u = u−1g−1u eguu−1g−1u = 1 então,

(g−1)u = (gu)−1. (1.0.2)

Temos quex e y comutam se, e somente se, [x, y] = 1. Temos também que sex comuta

comy, xy= yx, entãoyx−1 = x−1y, portantox−1 comuta comy.

Proposição 1.0.5. Seja G um grupo e x, y e z elementos quaisquer de G, temos que:

i) [x, y] = [y, x]−1;

ii) [xy, z] = [x, z]y[y, z];

iii) [x, yz] = [x, z][ x, y]z.

As igualdades acimas são simples de verificar. A seguir vamosdefinir o conceito de ação

de um grupoG em um conjunto não vazioX para apresentar a Equação das Classes.

Definição 1.0.6. SejaG um grupo eX um conjunto. Dizemos queG age em Xse existe

uma funçãoG × X → X definida por (g, x) 7→ xg, ondexg é um elemento deX definido

unicamente, e se além disso as seguintes igualdades valem:

(i) x1 = x, parax emX;

(ii) xgh = (xg)h, parax emX eg,h emG.

Dada uma ação deG em um conjuntoX, é possível definir oestabilizadorde um ele-

mento emX, um subgrupo deG definido por

StabG(x) = {g ∈ G | xg = x}.

Podemos também definir subconjuntos deX, chamadosórbitasde um elementox emX,

que formam uma partição deX, da seguinte maneira,

OrbG(x) = {xg | g ∈ G}.
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Por exemplo, podemos considerar a ação deG emG por conjugação, isto é, sex eg estão

emG, definimosxg = x−1gx. Neste caso, StabG(x) = CG(x) e OrbG(x) = Cl(x), a classe de

conjugação dex. A partir dessas definições, podemos apresentar o seguinte resultado que

pode ser encontrado em [8, 4.10 Corollary]:

Teorema 1.0.7 (Equação das Classes).Seja G um grupo e Cl(x) a classe de conjugação

de x. Então, para x em G temos que

[G : CG(x)] = |Cl(x)|.

Sejap um primo. Dizemos queG é ump-grupose a ordem deG é pb, parab um inteiro

não negativo. SejaG um grupo qualquer, seH é um subgrupo deG e ao mesmo tempo é

um p-grupo, então dizemos queH é um p-subgrupo deG. Agora se|G| = pαm e p não

divide m, dizemos queP é ump-subgrupo de SylowseP é um subgrupo deG de ordempα.

A seguir lembramos um dos resultados mais importantes sobresubgrupos de Sylow de um

grupo finito. Os detalhes da demonstração podem ser encontrados em [23, 1.6.16]

Teorema 1.0.8 (Teorema de Sylow).Seja G um grupo finito e p um número primo. Se

|G| = pαm tal que p não divide m, então:

(i) Todo p-subgrupo de G está contido em algum p-subgrupo de Sylow. Em particular,

p-subgrupos de Sylow sempre existem;

(ii) Se np é o número de p-subgrupos de Sylow em G, então np ≡ 1(modp);

(iii) Todos os p-subgrupos de Sylow são conjugados em G.



Capítulo 2

Grafos

O objetivo deste capítulo é explanar algumas noções básicassobre Teoria de Grafos.

Como principal referência deste capítulo usaremos o livroGraph theory with applications

[4] de J. A. Bondy e U. S. R. Murty. Apresentaremos também resultados relacionados ao

grafo não-comutativo de um grupo, bem como uma versão do Teorema de Ramsey.

2.1 Definições e resultados básicos
Intuitivamente, um grafo é pensado como um diagrama que contém um conjunto de

pontos e um conjunto de linhas que ligam alguns desses pontos. Apresentaremos a definição

formal de grafo abaixo, porém podemos visualizá-lo como um diagrama formado por pontos

e linhas, como descrito acima, de forma que a parte relevanteserá definir quando dois pontos

são ligados.

Definição 2.1.1. Umgrafo não direcionadoΓ é um trio ordenado{V(Γ),E(Γ), ψΓ} que

consiste de um conjunto não vazioV(Γ), cujos elementos são chamados de vértices, um

conjuntoE(Γ) disjunto deV(Γ), cujos elementos são chamados de arestas e uma funçãoψΓ,

chamada função de incidência, que associa cada aresta deΓ, isto é, cada elemento deE(Γ),

a um par não ordenado de vértices (não necessariamente distintos) deΓ. See é uma aresta

e u e v é o par de vértices tal queψΓ(e) = (u, v) então dizemos quee liga u e v ou, de forma

equivalente, queu ev são as extremidades dee.

Note que, mesmo utilizando o símbolo (u, v) para representar uma aresta ligandou e v,

este par não é ordenado. Todos os grafos aqui considerados serão grafos não direcionados,

por isso nos referiremos a eles simplesmente como grafos.

Definição 2.1.2. Um grafoΓ′ é dito subgrafo de um grafoΓ, denotado porΓ′ ⊆ Γ, se

V(Γ′) ⊆ V(Γ),E(Γ′) ⊆ E(Γ) eψΓ′ é a restrição deψΓ a E(Γ′). Dizemos que dois subgrafos

são disjuntos se eles não tem vértices em comum.

Exemplo 2.1.3. ConsidereV(Γ) = {v1, v2, v3, v4, v5} e E(Γ) = {e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8}

com a seguinte função de incidência:

ψΓ(e1) = (v1, v2), ψΓ(e2) = (v2, v3), ψΓ(e3) = (v3, v3), ψΓ(e4) = (v3, v4),

5
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ψΓ(e5) = (v2, v4), ψΓ(e6) = (v4, v5), ψΓ(e7) = (v2, v5), ψΓ(e8) = (v2, v5).

Como mencionamos anteriormente, podemos representar as arestasei por linhas e os

vérticesvi por pontos. Tais pontos (vértices) são ligados por uma linha(aresta) de acordo com

a função de incidênciaψΓ. Por exemplo,ψΓ(e1) = (v1, v2) significa que temos dois pontos

(vértices),v1 e v2, que devem ser ligados pela linha (aresta)e1. Podemos então representar

esse grafo da seguinte maneira:

Figura 2.1.1. Exemplo de grafoΓ

Definição 2.1.4. As extremidades de uma aresta são ditasincidentesà aresta e a aresta é

dita incidenteàs suas extremidades. Dois vértices incidentes à mesma aresta são chamados

adjacentesbem como duas arestas incidentes ao mesmo vértice. Uma aresta com extremi-

dades iguais é chamada delaçoe com extremidades distintas é chamada delink.

Para ilustrar a definição acima, voltemos a Figura 2.1.1. Os vérticesv3 ev2 são incidentes

à arestae2 (portantov3 ev2 são adjacentes) e a arestae2 por sua vez, é incidente aos vértices

v3 ev2. As arestase1, e2, e5, e7 ee8 são adjacentes duas a duas, pois são incidentes ao mesmo

vértice comumv2. Como a arestae3 tem extremidades iguais av3, e3 é um laço ee2, por sua

vez, é um exemplo de link.

Existem várias maneiras de associar um grafo a um grupo. Neste trabalho utilizaremos o

grafo não-comutativoassociado a um grupoG, que pode ser definido como segue:

Definição 2.1.5. Dado um grupoG, definimos ografo não-comutativodeG, denotado

por Γ(G), como o grafo cujo conjunto de vértices é formado pelos elementos deG \ Z(G),
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isto é,V(Γ(G)) = G \ Z(G), e cuja relação entre as arestas é: dadosg e h emV(Γ(G)), eles

estão conectados por uma aresta deΓ(G) se, e somente se [g,h] , 1 isto é, seg e h não

comutam como elementos deG.

Podemos definir esse grafo utilizando como conjunto de vértices todos os elementos

de G, isto é, incluindo também os elementos do centro, como é feito no artigo de B. H.

Neumann [18]. Desta forma, elementos deZ(G), como comutam com todos os elementos

deG, não estarão ligados com nenhum vértice por uma aresta, portanto tais vértices serão

representados por pontos soltos no grafoΓ(G).

Utilizando os programasGAP 4.7.5[7] para calcular as arestas eWolfram Mathematica

10.0[17] para plotar o grafo não-comutativo, como pode ser visto no Apêndice 6, podemos

construir grafos não-comutativos de alguns grupos finitos de ordens não muito grandes. Por

exemplo, considere o grupo diedral de ordem 6:

D6 = 〈ρ, τ | τ
2 = ρ3 = 1, ρτ = ρ−1〉.

Seu grafo não-comutativo pode ser representado pelo grafo abaixo, com 5 vértices, pois

Z(D6) = {1}. Observamos, por exemplo, queρ e ρ2 não são ligados por uma aresta pois

[ρ, ρ2] = 1 enquantoρ eρτ estão, pois [ρ, ρτ] = ρ , 1.

Figura 2.1.2. Grafo não-comutativo deD6

Definição 2.1.6. Um grafo é chamadoplanar se admite uma representação no plano na

qual linhas (arestas) diferentes apenas se intersectam nosextremos, no caso das arestas serem

incidentes a um vértice em comum, e não se intersectam, no caso de não serem incidentes a

nenhum vértice em comum.

Dado um grafo planar, deve existir uma representação tal queas arestas não se intersec-

tam fora das extremidades. Como há várias maneiras de representar um grafo, pode haver
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uma em que as arestas se intersectam fora das extremidades, mesmo o grafo sendo planar.

Vamos mostrar um exemplo em que isso acontece. Considere o grupo diedral de ordem 8:

D8 = 〈ρ, τ | τ
2 = ρ4 = 1, ρτ = ρ−1〉

Podemos representar o grafo não-comutativo deD8 como na Figura 2.1.3, um grafo com

6 vértices, poisZ(D8) = {1, ρ2}. Observamos que os elementos que não são ligados por uma

aresta, comoρ2τ e τ, comutam como elementos deD8. Nessa representação, há arestas que

se intersectam fora de suas extremidades, mas não necessariamente excluímos a opção desse

grafo ser planar.

Figura 2.1.3. Grafo não-comutativo deD8

A seguir, temos uma outra forma de representar o mesmo grafo:

Figura 2.1.4. Grafo não-comutativo deD8 - Planar
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Na Figura 2.1.4, as arestas não se intersectam fora das suas extremidades, portanto po-

demos perceber que o grafoΓ(D8) é planar. Notamos que é possível caracterizar os grafos

não comutativos planares e voltaremos a esse argumento maistarde.

Definição 2.1.7. Um grafoΓ é ditofinito se seu conjunto de vérticesV(Γ) e seu conjunto

de arestasE(Γ) são finitos e é ditoinfinito caso contrário. Um grafoΓ é ditosimplesse ele

não tem nenhum laço e se dadas duas arestas distintasei , ej, temos queψΓ(ei) , ψΓ(ej), ou

seja, arestas distintas não têm as duas extremidades iguais.

Nesta seção, iremos considerar apenas grafos finitos a menosque se diga o contrário. De

fato, fazemos esta restrição para trabalhar um pouco mais com a relação entre o número de

vértices e o número de arestas de um grafo, bem como a relação de incidência entre vértices

e arestas. Desta forma, para facilitar a notação, denotaremos porv(Γ) o número de vérticese

porε(Γ) o número de arestasde um grafo.

Uma observação importante sobregrafos não-comutativosé a seguinte. Note que, dado

G um grupo, seu grafo não-comutativo sempre é um grafo simples, visto que [x, x] = 1 para

todo x emG, portanto não há laços, e há apenas uma forma de ligar um vértice a outro por

uma aresta pela forma pela qual o grafo é definido.

Dois grafosΓ1 e Γ2 sãoiguais (Γ1 = Γ2), seV(Γ1) = V(Γ2), E(Γ1) = 1(Γ2) eψΓ1 = ψΓ2.

Portanto, dois grafos iguais podem ser representados pelo mesmo diagrama com os mesmos

conjuntos de vértices e arestas (inclusive nomeados da mesma maneira) e com a mesma

função de incidência. Por outro lado, é possível que dois grafos não sejam iguais, mas

tenham a mesma estrutura a menos do nome dos vértices e arestas. Nesse caso, os dois

grafos não são iguais, mas são chamados deisomorfos.

Definição 2.1.8. Dois grafosΓ1 e Γ2 são ditosisomorfos, denotado porΓ1 � Γ2, se

existem bijeçõesθ : V(Γ1) −→ V(Γ2) e φ : E(Γ1) −→ E(Γ2) tais queψΓ1(e) = (u, v) se, e

somente seψΓ2(φ(e)) = (θ(u), θ(v)). O par (θ, φ) é chamado de isomorfismo entreΓ1 eΓ2.

Temos que a relação de isomorfismo entre grafos é uma relação de equivalência. De fato,

dadoΓ um grafo, podemos definirθ eφ como a função identidade e assimΓ é isomorfo aΓ e

portanto temos reflexividade. A relação é simétrica, pois sempre queΓ1 eΓ2 são isomorfos,

se tomarmos as funções inversas das bijeçõesθ eφ, que também serão bijeções, teremos que

Γ2 e Γ1 são isomorfos. Agora, seΓ1 e Γ2 são isomorfos com bijeçõesθ1 e φ1 e seΓ2 e Γ3

são isomorfos com bijeçõesθ2 eφ2, para ver queΓ1 eΓ3 são isomorfos, basta tomar como as

novas duas bijeções a composta deθ1 e θ2 e a composta deφ1 eφ2.

Definição 2.1.9. Um grafo simples é ditocompletose, dado qualquer par de vértices, há

sempre uma aresta ligando um ao outro.

Para introduzir um conceito relacionado com grafos completos, precisamos da definição

de um subgrafo induzido por um subconjunto de vértices.
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Definição 2.1.10. DadoΓ um grafo. DenotamosV(Γ) = V e sejaV′ um subconjunto

de V não vazio. DefinimosΓ[V′], o subgrafo induzido por V′, como o subgrafo deΓ cujo

conjunto de vértices éV′ e cujo conjunto de arestas é formado pelas arestas deΓ que têm

ambas extremidades emV′.

Definição 2.1.11. DadoΓ um grafo simples, um subconjuntoS de V(Γ) é dito umcli-

quedeΓ seΓ[S] é completo. Definimos o tamanho do cliqueS como a cardinalidade do

subconjuntoS. Portanto, podemos definirω(Γ) como o tamanho do maior clique deΓ.

Definição 2.1.12. DadoΓ um grafo, um subconjuntoI de V(Γ) é dito um conjuntoin-

dependentede vértices deΓ se, dados quaisquervi e vj em I , temos quevi e vj não são

adjacentes, isto é, não estão conectados por uma aresta.

Definição 2.1.13. SejaΓ um grafo. O complementar deΓ é um grafoΓ′ com o mesmo

conjunto de vértices deΓ, isto é,V(Γ) = V(Γ′), e tal quex e y estão conectados por uma

aresta emΓ′ se, e somente sex ey não estão conectados por uma aresta emΓ. Em particular,

um clique emΓ corresponde a um conjunto independente emΓ′ e vice versa.

DadoG um grupo, é possível definir o grafocomutativoassociado aG, que é exatamente

o grafo complementar aΓ(G). Assim, cliques no grafo não-comutativo deG equivalem a

conjuntos independentes no grafo comutativo deG.

Utilizaremos um exemplo para esclarecer algumas das definições dadas acima. Nova-

mente, considere o grafo não-comutativo deD8 mostrado na Figura 2.1.3, considereV(Γ(D8)) =

V, Γ(D8) = Γ, V′ = {τ, ρ3τ, ρ3} eV′′ = {ρ2τ, ρτ, ρ}

Figura 2.1.5. Grafo não-comutativo deD8, destacando subgrafos induzidos
porV′ eV′′

Como mostrado na Figura 2.1.5, o subgrafo em vermelho à direita é o subgrafo induzido

por V′, Γ[V′] e qualquer uma de suas arestas tem ambas extremidades emV′. Notamos
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também que este subgrafo, em particular, é um subgrafo completo pois, primeiro,Γ[V′] é

um subgrafo de um grafo simples, portanto também é simples, esegundo,{ρ3, τ}, {τ, ρ3τ}

e {ρ3τ, ρ3} são arestas deΓ[V′], assim qualquer par de vértices emV′ está ligado por uma

aresta. Da mesma maneira podemos construir o subgrafoΓ[V′′], que é representado pelo

subgrafo em vermelho à esquerda na Figura 2.1.5. ComoV′ ∩ V′′ = ∅, temos queΓ[V′] e

Γ[V′′] são subgrafos disjuntos deΓ. Temos ainda queΓ[V′] e Γ[V′′] são isomorfos. Seja

ψ(e1) = (ρ3, ρ3τ), ψ(e2) = (τ, ρ3τ), ψ(e3) = (τ, ρ3)

ψ(e4) = (ρ, ρ2τ), ψ(e5) = (ρτ, ρ2τ), ψ(e6) = (ρτ, ρ).

Defina então (θ, φ) da seguinte forma

θ(ρ3) = ρ2τ, θ(ρ3τ) = ρτ, θ(τ) = ρ

φ(e1) = e5, φ(e2) = e6, φ(e3) = e4.

Assim, temos o isomorfismo entro os dois subgrafosΓ[V′] e Γ[V′′]. Por exemplo,ψ(e1) =

(ρ3, ρ3τ) eψ(φ(e1)) = ψ(e5) = (ρτ, ρ2τ) = (θ(ρ3τ), θ(ρ3)).

Também temos que dados quatro vértices distintos deΓ, pelo menos dois deles comutam,

isto é, pelo menos dois deles não estão ligados por uma aresta. Podemos ver isso notando

que [τ, ρ2τ] = [ρ, ρ3] = [ρτ, ρ3τ] = 1, ou seja, dados quatro elementos deG \ Z(G), no caso

extremo em que três elementos desta lista não comutarem, o quarto comutará com pelo me-

nos um dos outros três pela identidade anterior. Portanto, otamanho máximo de um clique

emΓ é 3, entãoω(Γ) = 3.

Definição 2.1.14. SejaΓ um grafo ev ∈ V(Γ).

i) Definimos ograu de um vértice v, denotado pordΓ(v), como o número de arestas de

Γ que são incidentes av. Note que quando há um laço, tal aresta conta como duas

incidências para a contagem dedΓ(v).

ii) Um grafoΓ é ditok-regularsedΓ(v) = k, para todov emV(Γ). Um grafo é ditoregular

se ék-regular para algumk inteiro não negativo.

Notamos, por exemplo, na Figura 2.1.1, quedΓ(v3) = 4. Denotaremos porδ(Γ) o grau

mínimo entre os graus dos vértices deΓ e por∆(Γ) o grau máximo entre os graus dos vértices

deΓ.

No grafo não-comutativo deD8 da Figura 2.1.6, destacamos as arestas incidentes àρ em

vermelho. Dessa maneira, temos que

dΓ(D8)(ρ) = 4.

Observamos também que qualquer vérticev deΓ(D8) é tal quedΓ(D8)(v) = 4, portanto

Γ(D8) é um grafo 4-regular.
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Figura 2.1.6. Grafo não-comutativo deD8

Definição 2.1.15. DadoΓ um grafo, definimosM = (mi j ), a matriz de incidência associ-

ada aΓ, como:

mi j =



























0, sevi não é extremidade deej;

1, sevi é extremidade deej, masej não é um laço;

2, sevi é extremidade deej eej é um laço.

comvi emV(Γ), ej emE(Γ), 1 ≤ i ≤ v(Γ) e 1≤ j ≤ ǫ(Γ).

O próximo resultado tem como objetivo relacionar o número dearestasǫ(Γ) de um grafo

Γ com os graus de cada vértice.

Teorema 2.1.16.SejaΓ um grafo. Denote V(Γ) = V e dΓ(v) = d(v) para todo v em V.

Temos que
∑

v∈V

d(v) = 2ǫ(Γ). (2.1.1)

Demonstração. SejaM = (mi j ) a matriz de incidência deΓ. Temos que, fixandovi, a

soma das entradas da linhai é precisamented(vi), pois cada uma dessas entradas indica a

incidência devi com cada uma das arestas deΓ. Portanto,
∑

v∈V d(v) é exatamente a soma de

todas as entradas deM. Por outro lado, se fixarmos uma aresta, ela tem sempre duas extre-

midades (distintas ou não), ou seja, cada aresta é contada duas vezes, uma como incidência

da primeira extremidade e outra como incidência da segunda.Portanto somando todas as

entradas deM, somamos todos os números de incidência, e o resultado é igual a duas vezes

o número de arestas. Portanto
∑

v∈V d(v) = 2ǫ(Γ). �

Corolário 2.1.17.DadoΓ um grafo, o número de vértices de grau ímpar é par.
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Demonstração. SejamV1 e V2 os subconjuntos de vértices de grau ímpar e par deΓ,

respectivamente. ComoV1 ∪ V2 = V, temos
∑

v∈V

d(v) =
∑

v∈V1

d(v) +
∑

v∈V2

d(v) (2.1.2)

Note que
∑

v∈V d(v) é um número par, pela identidade em (2.1.1). Temos que
∑

v∈V2
d(v)

também é par, pois é a soma dos graus do vértices de grau par, portanto a soma de número

pares. Portanto, por (2.1.2),
∑

v∈V2
d(v) também é um número par. Por outro lado,

∑

v∈V2
d(v)

é a soma de números ímpares pela definição deV2. Para a soma de números ímpares ser par,

a quantidade de termos na somatória deve ser par, portanto a cardinalidade deV2 é par. �

Agora apresentaremos um conceito que divide os vértices de um grafo em classes de

equivalência e que, por consequência, divide o grafo em componentes. As informações sobre

essas componentes são suficientes para dizer se, dados dois vértices de um grafo, é possível

fazer um caminho alternando arestas e vértices, que parte doprimeiro vértice e chega ao

segundo.

Definição 2.1.18. Uma sequênciaw = v0e1...ekvk finita e não vazia de termos que al-

ternam entre vértices e arestas (e tal quevi−1 e vi são extremidades deei para 1≤ i ≤ k)

é chamada decaminhoem Γ se as arestas{e1, ...,ek} e os vértices{v0, ..., vk} são distintos.

Chamaremos de (v0, vk)-caminho o caminhow = v0e1...ekvk definido acima. O comprimento

de um caminho é definido pela quantidade de arestas emw, isto é,k. Sew = v0e1...ekvk é

um caminho evk, v0 são ligados por uma arestaek+1, entãow = v0e1...ekvkek+1v0 é chamado

ciclo.

Definição 2.1.19. SejaΓ um grafo. Dois vérticesu e v são ditosconectadosse existe

um caminho que ligau e v, chamado de (u, v)-caminho. Seu e v estão conectados, o tama-

nho do menor (u, v)-caminho é chamado dedistância entre u e v, e é denotado pord(u, v).

Denotaremos pordiam(Γ) = max
u,v∈V(Γ)

d(u, v) o diâmetrode um grafo.

Notamos que a propriedade de ser conectado é uma relação de equivalência nos vértices

de um grafo. Portanto, existe uma partição deV em conjuntos não vaziosV1, ...,Vn tal que

dois vértices são conectados se, e somente se, eles pertencem ao mesmo conjuntoVi.

Definição 2.1.20. Os subgrafosΓ[V1], . . . ,Γ[Vn] induzidos porV1, . . . ,Vn são chamados

decomponentesdeΓ. SeΓ tem exatamente uma componente,Γ é ditoconectado.

Na Figura 2.1.7, representamos um grafoΓ cujo conjunto de vérticesV pode ser dividido

em dois conjuntos,V1 = {v3, v4, v5, v6} e V2 = {v1, v2}, pois todos os vértices deV1 são

conectados por uma aresta dois a dois, bem como os vértices deV2. Portanto, as componentes

deΓ são os grafos induzidos porV1 eV2, destacados em azul e vermelho, respectivamente.
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Figura 2.1.7. Γ, grafo com duas componentes

2.2 Uma versão do Teorema Infinito de Ramsey
Mostraremos nesta seção uma versão do Teorema Infinito de Ramsey [5], resultado que

será utilizado no próximo capítulo.

Teorema 2.2.1. SejaΓ um grafo simples infinito. EntãoΓ possui ou um clique infinito,

ou um conjunto independente infinito.

Demonstração. Primeiro, assumindoAxioma da Escolha, [9, Theorem 0.20], vamos

mostrar quequalquer conjunto infinito X tem um subconjunto infinito enumerável. De fato,

basta definir uma funçãof : N→ X que seja injetiva, pois dessa formaf (N) é uma cópia de

N emX, isto é, um subconjunto infinito enumerável. ComoX é infinito, portanto não vazio,

podemos escolherxX elemento emX e definir f (1) = xX. Suponha agora que{ f (1), . . . , f (n)}

já estejam definidos. Definimos entãoAn = X\{ f (1), . . . , f (n)}, que é um conjunto não vazio

poisX é infinito e escolhemosxAn emAn. Daí, definimosf (n+ 1) = xAn. Definindo a função

f indutivamente desta forma, temos que ela é injetiva, pois dadosm e n inteiro positivos

diferentes, digamos,m < n temos quef (m) está em{ f (1), . . . , f (n− 1)} e f (n) não está em

{ f (1), . . . , f (n− 1)}, logo f (n) e f (m) são diferentes, como queríamos.

Portanto, comoΓ é um grafo infinito, temos queV(Γ) é infinito, então existe um subcon-

junto infinito enumerável de vérticesV′ emV(Γ). Assim, se provarmos o resultado para um

grafo infinito enumerável, temos o resultado para qualquer grafo infinito, pois valerá para o

subgrafo infinito enumerável induzido porV′ e portanto valerá paraΓ.

Assim, sem perda de generalidade vamos supor queV(Γ) = {v1, . . .} é um conjunto in-

finito enumerável. A ideia da prova é construir indutivamente uma sequência de triplas

(xi ,Yi , εi) que satisfaz as seguinte propriedades:

(i) os xi são vértices distintos;

(ii) os Yi são subconjuntos infinitos decrescentes de vértices, isto é, Y0 ⊇ Y1 ⊇ · · · ⊇ Yi;

(iii) os vérticesxi pertencem aYj se, e somente sej < i e xi é adjacente a todos vértice de

Yi ( nesse caso definimosεi = 1) ou xi não é adjacente a nenhum vértice deYi ( nesse

caso definimosεi = 0).
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Começamos a construir a sequência comY0 = V(Γ). Escolhendox1 ∈ Y0 e considerando

queY0 é infinito, há duas possibilidades:

(1) Sex1 é adjacente a um número finito de vértices deY0 , então existem infinitos

vértices deY0 que não são adjacentes ax1;

(2) Caso contrário,x1 é adjacente a um número infinito de vértices deY0.

Se tivermos no caso (1), sex1 não é adjacente a ele mesmo, definimosY1 como o conjunto

infinito de vértices deY0 que não são adjacentes ax1 tirando o elementox1. Caso contrário,

definimosY1 como o conjunto infinito de vértices deY0 que não são adjacentes ax1. Se tiver-

mos no caso (2), sex1 for adjacente a ele mesmo, consideramosY1 como o conjunto infinito

de vértices deY0 que são adjacentes ax1 tirando o elementox1. Caso contrário, definimos

Y1 como o conjunto infinito de vértices deY0 que são adjacentes ax1. Se estivermos no caso

(1), definimosε1 = 0 e se estivermos no caso (2), definimosε1 = 1.

DefinimosYi recursivamente a partir deYi−1 da seguinte forma: escolhendoxi emYi−1,

já temos quexi , xi−1, pois como feito parai = 1, a escolha deYi−1 é feita de forma que

xi−1 não pertence aYi−1. Se existem infinitos vértices emYi−1 que não são adjacentes axi,

escolhemosYi como esse conjunto infinito de vértices, tirandoxi, caso ele esteja incluído. Se

existem infinitos vértices queYi−1 que são adjacentes axi, escolhemosYi como esse conjunto

infinito de vértices, tirandoxi, caso ele esteja incluído. Assim, as condições (i) e (ii) para

formar as triplas (xi ,Yi , εi) que gostaríamos são naturalmente satisfeitas. Para ver a condição

(iii), temos que comoxi ∈ Yi−1 por construção, sej < i temos j ≤ i − 1 e portantoYi−1 está

contido emYj por (ii) e assimxi está contido emYj. Por outro lado, suponha quexi está em

Yj. Temos por construção quexi está emYi−1 e xi não está emYi. Então, se tivéssemosi ≤ j,

teríamos queYj estaria contido emYi, um absurdo poisxi está emYj, mas não está emYi.

Portanto,j < i. Temos também por definição que, dependendo doεi, xi é adjacente a todos

os elementos deYi−1 ou não é adjacente a nenhum. Assim, temos a sequência que queríamos

no início.

Agora, notamos que a sequência (εi)i∈N é uma sequência infinita na qualεi = 0 ouεi = 1,

para todoi, além de ser uma sequência limitada. Segue que essa sequência possui sub-

sequência (εir )r∈N convergente. Para tanto, tal subsequência, neste caso, deve ser constante

com todos os termos iguais a 0 ou a 1.

Se temos uma subsequência (εir )r∈N constante tal que os termos são todos iguais a zero,

temos a correspondente sequência infinita (xir ,Yir , εir )r∈N. Tomamos então a sequência in-

finita de vértices distintos (xir ), dadosxik, xi l termos de (xir ), temos quexik e xi l não são

adjacentes. De fato, suponha sem perda de generalidade queik < i l. EntãoYi l está contido

emYik e comoεik = εi l = 0 temos por definição quexik não é adjacente a nenhum elemento de

Yik−1. Então, comoYi l está contido emYik, que por sua vez está contido emYik−1, temos que

xik e xi l não podem ser adjacentes. Portanto, como todos os elementosda sequência (xir )r∈N

são distintos vértices,{xi1, xi2, . . .} é um conjunto infinito independente de vértices.
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Da mesma forma, se temos uma subsequência (εir )r∈N constante tal que os termos são

todos iguais a um, temos quexik é adjacente a todos os vértices deYik−1 e comoxi2 está em

Yi j e Yi j está contido emYik−1, temos quexik e xi j são adjacentes e isso vale para todos os

termos da sequência, portanto{xi1, xi2, . . .} é um clique infinito deΓ.

�

2.3 Propriedades do grafo não-comutativo
Apresentaremos alguns resultados gerais sobre grafos não-comutativos associados à um

gruposG que podem ser encontrados no artigoNon-commuting graph of a group, [1] de A.

Abdollahi, S Akbari e H. R. Maimani.

Proposição 2.3.1.Seja G um grupo não abeliano eΓ(G) seu grafo não-comutativo. Então

diam(Γ(G)) = 2. Em particular,Γ(G) é um grafo conexo.

Demonstração. Por simplicidade, denotaremosV(Γ) apenas porV. Sejamx e y dois

vértices distintos deV. Se x e y são adjacentes, então temos que existe uma arestae os

ligando, ou sejaw = xeyé o menor caminho ligandox ey, assimd(x, y) = 1. Agora suponha

quex e y não são adjacentes, isto é, [x, y] = 1. Como sem perda de generalidade podemos

supor queV = G \ Z(G), temos quex e y não estão emZ(G), assim existemx′ e y′ em V

tais quex não comuta comx′ e y não comuta comy′, isto é, existem arestas ligandox e x′ e

ligandoy e y′. Agora, sex e y′ são adjacentes ou sex′ e y são adjacentes, denotando poreuv

uma aresta que ligau e v, temos o caminhow = xexy′y′ey′yy de tamanho 2 ligandox e y. Se

x′ e y são adjacentes, temos o caminhow = xexx′x′ex′yy de tamanho 2 ligandox e y. Como

x e y não são adjacentes e qued(x, y) > 1, entãod(x, y) = 2. Caso contrário, isto é, sex e

y′ não são adjacentes e sex′ e y não são adjacentes, tomamosz= x′y′. Para o primeiro caso

temos que,

[z, x] = [x′y′, x] = [x′, x]y′ [y′, x] = [x′, x]y′ ,

poisy′ e x comutam. Mas se tivéssemos [x′, x]y′ = 1, teríamos que [x, x′] = 1y′−1
= 1, um

absurdo, poisx e x′ não comutam. Então [x′, x]y′ = [z, x] , 1, ou seja, existe uma arestaezx

ligandox e z. Analogamente, temos que [z, y] , 1 e assim existe uma arestaeyz ligandox e

z. Assim, temos um caminhow = yeyzzezxx de tamanho 2 ligandoy e x, portanto,d(x, y) = 2.

Logo temos quediam(Γ(G)) ≤ 2. Suponha por absurdo quediam(Γ(G)) = 1. Então, dado

qualquera emV = G\Z(G), temos quea−1 está emV e [a,a−1] = 1. Assim, sea ea−1 fossem

distintos, como eles não são adjacentes, teríamos qued(a,a−1) = 2, pela primeira parte da

demonstração, e teríamos um absurdo, poisdiam(Γ(G)) = 1. Assim, a única possibilidade é

quea = a−1.

Agora, dadosa emG \ Z(G), b emZ(G) eg qualquer elemento deG, temos que

[ab,g] = [a,g]b[b,g] = [a,g]b.
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Então, para todog emG, se [ab,g] = 1 teríamos que [a,g] = 1, um absurdo, poisa não

está no centro deG. Então,ab está emG \ Z(G). Portanto, temos queab = (ab)−1 e assim

(ab)2 = 1. Temos, de forma análoga, quea2 = 1. Então, comob ∈ Z(G), temos

1 = (ab)2 = abab= a2b2 = b2.

Daí, temos que para todo elementog emG, g2 = 1, ou seja,G é abeliano, que é um absurdo,

portantodiam(Γ(G)) = 2 , como queríamos. Em particular,Γ(G) é um grafo conectado pois

dadosx e y em V, temos qued(x, y) = 1 ou d(x, y) = 2, então sempre existe um (x, y)-

caminho ligandox ey.

�

Como já foi observado é possível caracterizar os grafos não-comutativos que são plana-

res. Mais precisamente temos o seguinte resultado:

Seja G um grupo não abeliano.Γ(G) é planar se, e somente se G é isomorfo a D8, S3, ou

Q8.

A demonstração desse resultado será apresentada no próximocapítulo, já que uma das

ferramentas "chave" usadas para a prova é o Teorema 3.1.10.



Capítulo 3

Grupos central-por-finito

Dizemos que um grupoG é central-por-finitose o índice [G : Z(G)] é finito. Estamos

interessados na classe de grupos central-por-finito pois é uma classe de grupos já muito

estudada e com muitos resultados e propriedades interessantes. Temos, por exemplo, o bem

conhecido Lema de Schur, que diz que se um grupoG é central-por-finito, então seu subgrupo

derivadoG′ é finito. Também é interessante observar que o conjunto dos automorfismos

internosInn(G) é finito se, e somente seG é central-por-finito, entre outras características.

O objetivo deste capítulo é apresentar duas caracterizações de um grupoG central-por-

finito, uma relacionada ao grafo não-comutativoΓ(G) e a outra relacionada com uma cober-

tura finita deG por subgrupos abelianos.

3.1 PE-grupos
Paul Erdös formulou o seguinte problema que foi respondido afirmativamente por B. H.

Neumann emA problem of Paul Erdös on groups[18]:

Seja G um grupo tal queΓ(G) não tem subgrafos completos infinitos. Neste caso, existe

uma cota superior finita para a cardinalidade de um subgrafo completo deΓ(G)?

Chamamos então, grupos de Paul Erdös, ou PE-grupos, os gruposque satisfazem a hipó-

tese do problema acima.

Definição 3.1.1. DadoG um grupo e sejaΓ(G) seu grafo não-comutativo. Dizemos que

G é umPE-grupose emΓ(G) não existem subgrafos completos infinitos.

Observe que seG é um PE-grupo, então dado qualquer conjunto infinito de elementos de

G, visto como subconjunto de vértices deΓ(G), tal conjunto não pode induzir um subgrafo

completo. Então pelo menos dois vértices desse conjunto infinito não estão ligados por uma

aresta. Em termos da estrutura do grupo, temos então que seG é um PE-grupo, dado qualquer

conjunto infinito de elementos deG, pelo menos dois deles não estão ligados por uma aresta

emΓ(G) e portanto, por definição, esses dois elementos comutam.

Nosso objetivo nesta seção é mostrar queG é um PE-grupo se, e somente seG é central-

por-finito e desta forma teremos nossa primeira caracterização de grupos central-por-finito.

18
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Dizemos que um grupoG é umFC-grupose todas as classes de conjugação emG são

finitas, isto é,|Cl(x)| é finito para todox em G. A seguir mostraremos que ambos, PE-

grupos e grupos central-por-finito, são FC-grupos, e este é o primeiro passo para mostrar a

caracterização mencionada acima.

Lema 3.1.2. Seja G um grupo. Se G é central-por-finito, então G é um FC-grupo.

Demonstração. Por hipótese temos que o índice [G : Z(G)] é finito. Lembramos que

Z(G) =
⋂

x∈G CG(x) 6 CG(x) para todox emG. Assim, [G : CG(x)] ≤ [G : Z(G)] < ∞.

Agora, pela Equação das Classes (Teorema 1.0.7), temos [G : CG(x)] = |Cl(x)| para todox

emG. Portanto, pela observação anterior, todas as classes de conjugação emG são finitas e

assimG é um FC-grupo, como queríamos. �

Lema 3.1.3. Se G é um PE-grupo, então G é um FC-grupo.

Demonstração. Vamos mostrar o resultado por absurdo. Supondo queG não é um FC-

grupo, vamos mostrar queG não pode ser um PE-grupo. ComoG não é um FC-grupo, temos

que existe umg emG tal que|Cl(g)| é infinito. Defina entãoTg como o conjunto de elementos

deG tais que elementos distintos deTg dão origem a conjugados distintos do elementog.

Como |Cl(g)| é infinito, temos que existem infinitos conjugados deg, isto é, existem

infinitos elementos distintosgs, com s em G. Portanto,Tg é um conjunto infinito. Seja

Γ(G) o grafo não-comutativo deG. Considere o subgrafo induzido porTg, Γ(G)[Tg], que

denotaremos porΓ[Tg]. ComoΓ[Tg] é infinito, pelo Teorema de Ramsey (Teorema 2.2.1),

Γ[Tg] tem um clique infinito ou um conjunto independente infinito.SeΓ[Tg] tem um clique

infinito, entãoΓ[Tg] tem um subgrafo infinito completo e portantoΓ(G) também o tem.

Assim,G não é um PE-grupo, que é um absurdo.

Agora seΓ[Tg] tem um conjunto independente infinito, digamosU ⊂ V(Γ[Tg]) = Tg,

temos que, para todou e v em U, [u, v] = 1 pois, por definição de conjunto independente,

não há arestas ligandou ev. Portanto todos os elementos deU comutam como elementos de

G. Considere o conjunto

gU = {gu|u ∈ U}.

Notamos quegu = gv se, e somente seu = v, assim comoU é um conjunto infinito,gU é

também um conjunto infinito. Seu ev são elementos distintos emU,

[gu,gv] = (gu)−1(gv)−1(gu)(gv) = u−1g−1v−1ugv

= u−1g−1uv−1gv= (g−1)ugv

= (gu)−1gv.

Como, em particular,u e v estão emTg, temos quegu e gv são dois elementos distintos

e então [gu,gv] = (gu)−1gv
, 1. Por essa observação, dados quaisquer elementos distintos
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degU eles não podem comutar. PortantoΓ[gU] é um subgrafo completo infinito deΓ(G) e

portantoG não é um PE-grupo, uma contradição. �

Agora vamos caracterizar os FC-grupos em termos do índice de alguns subgrupos espe-

cíficos.

Lema 3.1.4. G é um FC-grupo se, e somente se o índice[G : CG(S)] é finito para todo

subconjunto finito S de G.

Demonstração. Lembramos que, pela Equação das Classes, temos que [G : CG(x)] =

|Cl(x)|, para todox emG. Segue queG é um FC-grupo se, e somente se [G : CG(x)] é finito

para todox emG. Lembramos também que seS é um subconjunto finito deG e se para todo

s emS o centralizadorCG(s) tem índice finito emG, pelo Lema 1.0.1,CG(S) =
⋂

s∈S CG(s)

também tem índice finito emG. Portanto seG é um FC-grupo, temos que [G :
⋂

s∈S CG(s)]

é finito, ou seja, [G : CG(S)] é finito, para qualquer conjunto finitoS. Por outro lado, se

[G : CG(S)] é finito para todo conjunto finitoS deG, consideramosS = {g}, parag ∈ G.

Assim teremos queCG(S) = CG(g) sempre tem índice finito emG, como queríamos. �

Já sabemos que todo grupo central-por-finito é um FC-grupo. ConsidereH um grupo

finito não-abeliano. Definimos

G = {(xi)i∈N | xi ∈ H e xi , 1 apenas para um número finito de índices},

o produto direto de infinitas cópias deH, um subgrupo próprio do grupoH × · · · × H × · · ·

sem restrições nas entradas (xi).

ComoH é finito, para todog elemento deG, temos queCl(g) é finita. Por outro lado,

comoZ(G) é isomorfo ao produto direto infinito de cópias deZ(H), logoG/Z(G) é isomorfo

ao produto direto de infinitas cópias deH/Z(H). ComoH não é abeliano, temos queH/Z(H)

é não trivial e portantoG/Z(G) é um grupo infinito. Logo, temos queG não é central-

por-finito. Logo nem todos os FC-grupos são central-por-finito. Agora vamos ver algumas

condições suficientes para que um FC-grupo seja central-por-finito.

Lema 3.1.5. Se G é um FC-grupo finitamente gerado, então G é central-por-finito.

Demonstração. Primeiro observamos que seG = 〈S〉, então o centro deG é igual a

CG(S). De fato, comoZ(G) =
⋂

x∈G CG(x), temos queZ(G) ⊆ CG(S). Por outro lado, dado

x emCG(S) e g emG temos que comoG = 〈S〉, g = c1c2 . . . cn tal queci ou c−1
i estão em

S, para todoi. Assim, comox está emCG(S), x comuta com todos os elementos deS e

portanto também com os inversos dos elementos deS. Dessa forma,x comuta com todos

osci e assim comuta comg para todog emG. PortantoCG(S) está contido emZ(G). Por

hipóteseG é um FC-grupo e é finitamente gerado, isto é,G = 〈S〉, comS um subconjunto

finito. Do Lema 3.1.4 segue que [G : CG(S)] < ∞. Mas pela observação feita antes,

[G : CG(S)] = [G : Z(G)] < ∞, ou seja,G é central-por-finito. �
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Lema 3.1.6.G é um grupo central-por-finito se, e somente se G é um FC-grupo econtém

um subgrupo abeliano A tal que o índice[G : A] é finito.

Demonstração. Assuma queA é um subgrupo abeliano deG tal que [G : A] é finito.

SejaQ um conjunto de geradores do subgrupo abelianoA e R um transversal deA emG.

Temos então que como|R| = [G : A], por hipótese,R será finito. Note queG =
⋃

r∈R Ar e

portanto, qualquer elemento deG pode ser escrito comoar, com r emR e a em A. Como

A é gerado pelos elementos deQ temos queS = Q ∪ R é um conjunto de geradores para

G. Pela demonstração do Lema 3.1.5, comoG é gerado porS, temos que,Z(G) = CG(S) =

CG(Q∪ R). Também temos que,

CG(Q∪ R) =∩x∈Q∪RCG(x) =
(

∩x∈QCG(x)
)

∩
(

∩y∈RCG(y)
)

= CG(Q) ∩CG(R).

Portanto,

Z(G) = CG(Q) ∩CG(R).

Agora, comoQ é um conjunto de geradores deA e A é abeliano, os elementos deA

comutam e em particularA ⊆ CG(Q). Assim, [G : CG(Q)] ≤ [G : A] < ∞, ou seja,CG(Q)

tem índice finito emG. Agora comoR é finito eG é um FC-grupo, pelo Lema 3.1.4,CG(R)

tem índice finito. Assim, como vimos no Lema 1.0.1,

[G : Z(G)] = [G : CG(Q) ∩CG(R)] ≤ [G : CG(Q)][G : CG(R)].

Temos que como [G : CG(Q)], [G : CG(R)] ambos são finitos, [G : Z(G)] também é finito

e portantoG é central-por-finito.

Reciprocamente, seG é central-por-finito, temos que [G : Z(G)] < ∞ e Z(G) é abeliano.

Também, pelo Lema 3.1.2, qualquer grupo central-por-finitoé um FC-grupo. �

Podemos formular o lema anterior na sua forma negativa e tal resultado será útil para

mostrar que seG é um FC-grupo, mas não é central-por-finito, entãoG não é um PE-grupo.

Corolário 3.1.7. Se G é FC-grupo, mas não é central-por-finito, e tem um subgrupoA

com índice finito, então A não é abeliano.

Demonstração. Suponha por absurdo que o subgrupoA deG com índice finito seja abe-

liano. Então, pelo Lema 3.1.6, temos queG é central-por-finito, uma contradição. �

Já vimos que tanto PE-grupos, como grupos central-por-finito são FC-grupos. Agora

queremos mostrar que seG é um FC-grupo, mas não é central-por-finito, entãoG não pode

ser um PE-grupo. Para tanto precisaremos primeiro do seguinte lema que é bastante téc-

nico e utiliza ferramentas de teoria de grafos e algumas propriedades de comutadores (Veja

Proposição 1.0.5).
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Lema 3.1.8. Seja G um FC-grupo que não é central-por-finito e assuma que G contenha

duas sequências finitas de elementos,

(a1, . . . ,an), (b1, . . . ,bn)

com as seguintes propriedades:

(i) Se i, j, então[ai ,aj] , 1;

(ii) Se i, j, então[ai ,bj] = 1;

(iii) Para todo i, [ai ,bi] , 1;

(iv) Para todo i, j, [bi ,bj] = 1.

Então G contém outros dois elementos an+1, bn+1 tais que as quatro propriedades (i),(ii),(iii)

e (iv) continuam válidas para as sequências

(a1, . . . ,an+1), (b1, . . . ,bn+1)

de comprimento n+ 1.

SejaΓ(G) = Γ o grafo não-comutativo deG. Antes de começarmos a demonstração,

vamos analisar o subgrafo induzido pelos vérticesVn = {a1, . . . ,an,b1, . . . ,bn}. Observe que

em Γ[Vn] temos um subgrafo completo induzido pelos vértices{a1, . . . ,an}, pois sei , j

temos pela propriedade (i) que [ai ,aj] , 1, portanto para todoi , j temos queai ,aj são

adjacentes e assim o subgrafo induzido por{a1, . . . ,an} é completo. Temos também que,

pela propriedade (iii ), para todoi [ai ,bi] , 1 e assimai e bi são sempre adjacentes. Pela

propriedade (ii ), se i , j, então [ai ,bj] = 1, ou seja,ai e bj não são adjacentes sempre

que i , j. Por último, pela propriedade (iv) temos que nenhumbi é adjacente a outrobj,

para 1≤ i, j ≤ n. Para ilustrar nossa situação, vamos representar o grafoΓ[Vn] nos casos

n = 2,3,4.

Figura 3.1.1. Grafo induzido porV2 = {a1,a2,b1,b2}.

Figura 3.1.2. Grafo induzido porV3 = {a1,a2,a3,b1,b2,b3}.
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Figura 3.1.3. Grafo induzido porV4 = {a1,a2,a3,a4,b1,b2,b3,b4}.

Demonstração do Lema 3.1.8. SejamSn = {a1, . . . ,an,b1, . . . ,bn} e An = CG(Sn). Como

S é finito e por hipóteseG é um FC-grupo, pelo Lema 3.1.4,An = CG(Sn) tem índice finito

em G. Pelo Corolário 3.1.7, temos queAn não é abeliano. ComoAn não é abeliano, em

particular, temos queAn não é trivial, e que existem dois elementosa,b em An tais que

[a,b] , 1. Definimos:

an+1 = ab1b2 · · · bn e bn+1 = b.

Para ilustrar a construção desta sequência, partindo do caso n = 2,

Figura 3.1.4

Como vimos, sejamS2 = {a1,a2,b1,b2} e A2 = CG(S2), comoA2 não é abeliano, esco-

lhemosa eb emA2 que não comutam. Assim, construímos:

Figura 3.1.5
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A partir da construção dea3 e b3, tomandoA e B elementos deA3 que não comutam,

construímos:

Figura 3.1.6

A seguir utilizaremos várias vezes propriedades dos comutadores vistas na Proposição

1.0.5. Observamos quebn+1 e an+1 não estão emS, ou seja, de fato estamos acrescentando

elementos distintos às sequências (a1, . . . ,an) e (b1, . . . ,bn). Primeiro notamos que pela pro-

priedade (iii), [ai ,bi] , 1 para 1≤ i ≤ n. Agora se tivéssemosbn+1 = ai para algum

1 ≤ i ≤ n, teríamos que [bn+1,bi] = [ai ,bi] , 1. Por outro lado,bn+1 está emCG(Sn),

entãobn+1 comuta combi, para todo 1≤ i ≤ n, e assim temos um absurdo. Se tivés-

semosbn+1 = bi para 1≤ i ≤ n, seguiria que [bn+1,ai] = [bi ,ai] , 1, mas novamente

bn+1 ∈ CG(Sn) e assimbn+1 comuta comai, para todo 1≤ i ≤ n, um absurdo. Agora se

tivéssemosan+1 = ai para 1≤ i ≤ n, teríamos que [an+1,bi] = [ai ,bi] , 1 e por outro lado

[an+1,bi] = [ab1b2 · · · bn,bi] = [b1b2 · · · bn,bi] = 1 pois pela propriedade (iv) quaisquerbi ,bj

comutam ea ∈ CG(Sn), entãoa comuta combi, para 1≤ i ≤ n. Finalmente, se tivéssemos

an+1 = bi para algum 1≤ i ≤ n, teríamos quea = bn
−1 · b1

−1 sem o termobi
−1 e teríamos

[a,aj] , 1, parai , j, um absurdo pora está emCG(Sn). Agora vamos verificar que as

quatro propriedades valem para as novas sequências (a1, . . . ,an+1) e (b1, . . . ,bn+1):

(i’) Para 1 ≤ i ≤ n, temos que [ai ,an+1] = [ai ,ab1b2 . . . bn]. Como a está emCG(Sn),

temos quea comuta comai ,bj para 1≤ i, j ≤ n. Fixandoi, temos quebj comuta com

ai sempre quej , i e 1 ≤ j ≤ n, e também temos quebi e bj comutam sempre que

1 ≤ j, i ≤ n pela propriedade (iv) . Portanto,

[ai ,an+1] = [ai ,ab1b2 . . . bn] = [ai ,b1b2 . . . bn]

= [ai ,bi] , 1.

(ii’) Para 1≤ i ≤ n, temos que [an+1,bi] = [ab1b2 . . . bn,bi] = 1, poisa comuta combj para

1 ≤ j ≤ n e bi comuta combj para 1≤ i, j ≤ n. Agora [ai ,bn+1] = [ai ,b] = 1, pois
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b ∈ CG(Sn).

(iii’) Sabemos que [ai ,bi] , 1 para 1≤ i ≤ n. Agora comob e a comutam combi para

1 ≤ i ≤ n e como [a,b] , 1, segue que

[bn+1,an+1] = [b,ab1b2 . . . bn]

= [b,a] , 1.

(iv’) Já temos que [bi ,bj] = 1 para 1≤ i, j ≤ n. Agora [bi ,bn+1] = [bi ,b] = 1, pois

b ∈ CG(Sn).

�

Como observamos anteriormente, vamos usar o Lema 3.1.8 para demonstrar o seguinte

corolário:

Corolário 3.1.9. Se G é um FC-grupo, mas não é central-por-finito, então G não é um

PE-grupo.

Demonstração. SeG fosse abeliano, teríamos queZ(G) = G e portanto [G : Z(G)] = 1,

ou seja,G seria central-por-finito, um absurdo. Portanto,G não é abeliano e assim, existem

a1,b1 tais que [a1,b1] , 1. Note que{a1} e {b1} satisfazem trivialmente as quatro proprieda-

des do Lema 3.1.8. Portanto, repetindo indutivamente o argumento do Lema 3.1.8, é possível

construir a partir de{a1} e {b1} duas sequências infinitas{a1, . . . ,an, . . .} e {b1, . . . ,bn, . . .} que

satisfazem as propriedades do Lema 3.1.8. Em particular, a sequência infinita{a1, . . . ,an, . . .}

é constituída de elementos distintos que não comutam dois a dois, como já observamos, ou

seja,{a1, . . . ,an, . . .} induz um subgrafo completo infinito emΓ(G). Portanto,G não é um

PE-grupo. �

Finalmente, vamos mostrar a nossa primeira caracterizaçãode um grupo central-por-

finito.

Teorema 3.1.10.G é um PE-grupo se, e somente se G é central-por-finito.

Demonstração. Suponha por absurdo queG é um PE-grupo, mas não é central-por-finito.

Pelo Lema 3.1.3, temos que todo PE-grupo é um FC-grupo, entãoG é um FC-grupo. Agora

pelo Corolário 3.1.9, teríamos queG não é um PE-grupo, uma contradição.

Reciprocamente, suponha queG é central-por-finito. Como o índice deZ(G) em G é

finito, [G : Z(G)] = n, dados quaisquern + 1 elementos{a1, . . . ,an+1} emG, como temos

exatamenten classes laterais deZ(G) sobreG, existemai ,aj, com i , j tais que eles estão

na mesma classe lateral móduloZ(G), isto é,ai = ajz, para algumz ∈ Z(G). Assim,

aiaj = ajzaj = ajajz= ajai ,
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ou seja,ai e aj comutam. Segue que emΓ(G) não há cliques com mais den elementos e

portanto não pode haver cliques infinitos emΓ. EntãoG é um PE-grupo. �

Como dissemos no capítulo anterior, como consequência do Teorema 3.1.10, podemos

caracterizar os grafos não-comutativos planares:

Proposição 3.1.11.Seja G um grupo não abeliano.Γ(G) é planar se, e somente se G é

isomorfo a D8, S3, ou Q8.

Demonstração. D8 e Q8 têm grafos isomorfos e já vimos queΓ(D8) é planar. Agora,S3

é isomorfo ao grupoD6, eΓ(D6) é planar.

Reciprocamente, suponha queΓ(G) é planar. Vamos denotarΓ(G) por Γ simplicidade.

Seω(Γ) ≥ 5, então existe um cliqueX de cardinalidade maior ou igual a 5. TomandoY

subconjunto deX tal que|Y| = 5, temos queY também induz um grafo completo deΓ. Como

Γ é planar, teríamos queΓ(Y) também é planar, um absurdo, pois por [4, Theorem 9.1]

qualquer grafo completo de tamanho 5 não pode ser planar. Portanto, temos queω(Γ) < 5.

Pelo Teorema 3.1.10, temos que [G : Z(G)] é finito. Vamos mostrar que|Z(G)| ≤ 5. Suponha

por absurdo que|Z(G)| > 5 e considere um subconjunto finitoZ de Z(G) tal que|Z| > 5.

ComoG não é abeliano, existemx e y emG tais que [x, y] , 1. DefinindoT = Zx∪ Zy,

temos queΓ(T) é planar e finito. ComoΓ é simples, temos queΓ(T) também é simples. O

resultado [4, Corolary 9.5.3] diz que seΓ é um grafo finito, simples e planar, então o grau

mínimo dos vértices deΓ é menor ou igual a 5. Então, aplicando no nosso caso temos que

existev um vértice emT tal quedΓ(v) ≤ 5. Mas por definição deT, quaisquer dois elementos

deT não comutam, isto é, quaisquer dois elementos deT estão ligados por uma aresta. Como

T têm cardinalidade maior que 6, poisx não está emZy e Zy tem cardinalidade maior que

5, temos quedΓ(w) > 5 para todow em T, um absurdo. Portanto, temos que|Z(G)| ≤ 5.

Assim, comoZ(G) e [G : Z(G)] são finito, temos queG também é finito. Novamente por

[4, Corolary 9.5.3], temos que existex emG \ Z(G) = V(Γ) tal quedΓ(x) ≤ 5. Mas temos

quedΓ(x) = |G \CG(x)| ≤ 5, portanto|CG(x)| ≤ |G|/2 e assim

|G|
2
= |G| −

|G|
2
≤ |G| − |CG(x)| = dΓ(x).

Portanto|G| ≤ 10. Se a ordem deG é 10, temos queG é abeliano ouG é isomorfo

a D10, cujo grafoΓ(D10) podemos verificar no programa Mathematica, com o comando

PlanarGraphQ, que não é planar. Agora se a cardinalidade deG é menor que 10, a única

possibilidade deG não ser abeliano éG ter ordem 6 ou 8. SeG é não abeliano de ordem 6,

entãoG é isomorfo aS3 e seG é não abeliano de ordem 8,G é isomorfo aQ8 ou D8, como

queríamos. �
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3.2 Grupos cobertos por subgrupos abelianos
Um grupoG admite umacobertura finita por subgrupos abelianosse pudermos escrever

G = ∪n
i=1 Ai tal que osAi são subgrupos abelianos. Esta seção tem como objetivo mos-

trar uma caracterização de grupos central-por-finito devida a R. Baer que assegura queG é

central-por-finito se, e somente seG admite uma cobertura finita por subgrupos abelianos.

O primeiro passo para mostrar o resultado principal desta seção é analisar grupos que

têm uma cobertura finita por classes laterais, isto é,

G =
n

⋃

i=1

Cigi , (3.2.1)

ondeCigi são classes laterais a direita de subgruposCi deG. SeG pode ser escrito como

essa união, queremos mostrar que as classes laterais de subgrupos com índice infinito po-

dem ser omitidas em (3.2.1) sem perder a propriedade de cobertura deG. Esse resultado é

fundamental para a demonstração da segunda caracterizaçãodos grupos central-por-finito.

Notamos que em (3.2.1) não há perda de generalidade ao considerar asn classes late-

rais como classes laterais a direita, pois dadosC subgrupo deG e xC uma classe lateral a

esquerda, temos quexC = xCxx−1 = Cx−1
x, que é uma classe lateral a direita do subgrupo

Cx−1
. Antes de demonstrar o resultado devido a R. Baer, vamos apresentar alguns lemas

preliminares provados por B. H. Neumann em [19, §4].

Lema 3.2.1. Seja G um grupo que é a união finita de n classes laterais de subgrupos

C1, . . . ,Cn não necessariamente distintos de G , isto é,

G =
n

⋃

i=1

Cigi .

Então pelo menos um dos subgrupos Ci tem índice finito em G.

Demonstração. Observamos que o lema é óbvio para grupos finitos. Vamos usarindução

sobre o número de subgrupos entreC1, . . . ,Cn que são distintos. Se todos osCi são iguais,

digamosCi = C para todoi, entãoG =∪n
i=1 Cgi e portanto [G : C] ≤ n, ou seja,C tem índice

finito em G. Assumimos que o resultado vale quando existemr − 1 ou menos subgrupos

distintos entre os subgruposC1, . . .Cn. Supomos que existemr > 1 subgrupos distintos

entre osC1, . . . ,Cn. Consideramos um desses subgrupos, digamosCn, e assumimos que os

subgruposCi em G = ∪n
i=1 Cigi estão arranjados de forma queC1, . . . ,Cm são diferentes

deCn e Cm+1 = Cm+2 · · · = Cn. Podemos fazer isso pois na união a ordem dos termos não

importa. Agora temos dois casos, ouG = ∪n
i=m+1 Cngi e pelo que vimos anteriormente,

temos queCn tem índice finito, ou existeh emG tal queh não pertence a∪n
i=m+1 Cngi. Nesse

último caso, como as classes laterais são iguais ou disjuntas, temos que

Cnh∩
(

∪n
i=m+1 Cngi

)

= ∅. (3.2.2)
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ComoCnh está contido emG, por (3.2.2) temos queCnh está contido em∪m
i=1 Cigi,

ou seja,Cng está contido em∪m
i=1 Cigih

−1g. Portanto, toda classe lateral a direita deCn está

contida em uma união finita de classes laterais a direita dos outrosr−1 subgruposCi. Assim,

G = ∪m
i=1 Cigih

−1g e por hipótese de indução, pelo menos um subgrupoCi tem índice finito

emG, como queríamos. �

Já sabemos que quando temos uma cobertura finita por classes laterais, pelo menos um

dos subgrupos da cobertura tem índice finito. A seguir provaremos que se existe apenas um

subgrupo de índice finito na cobertura, as classes laterais dos outros subgrupos podem ser

omitidas da mesma.

Lema 3.2.2. Seja G um grupo que é a união finita de n classes laterais de subgrupos

C1, . . . ,Cn não necessariamente distintos de G , isto é, G= ∪n
i=1 Cigi . Se C1, . . . ,Cm têm

índice infinito e Cm+1 = Cm+2 · · · = Cn, então

G =∪n
i=1 Cigi =∪

n
i=m+1 Cngi ,

ou seja, se apenas um subgrupo Cn tem índice finito, então as classes laterais dos subgrupos

de índice infinito podem ser omitidas da cobertura.

Demonstração. Vamos supor por absurdo que não temosG =∪n
i=m+1 Cngi, isto é, existe

h em G tal queh não pertence a∪n
i=m+1 Cngi. Nesse caso, temos queCnh está contido

em∪m
i=1 Cigi e portanto, como vimos na demonstração do lema anterior, temos queG =

∪m
i=1 Cigih

−1g, ondeg é qualquer elemento deG. Assim, pelo Lema 3.2.1, temos que existe

um subgrupoCi, para algum 1≤ i ≤ m, tal queCi tem índice finito, um absurdo, pois como

Ci é diferente deCn, para todos 1≤ i ≤ m temos por hipótese queCi tem índice infinito. �

No próximo lema, vamos eliminar a hipótese de que exista apenas um subgrupo de índice

finito. Mostraremos que mesmo assim as classes laterais dos subgrupos de índice infinitos

podem ser omitidas da cobertura.

Lema 3.2.3. Seja G um grupo que é a união finita de n classes laterais de subgrupos

C1, . . . ,Cn não necessariamente distintos de G , isto é, G= ∪n
i=1 Cigi . Se C1, . . . ,Cm têm

índices infinitos, então

G =
n

⋃

i=m+1

Cigi ,

ou seja, as classes laterais dos subgrupos de índice infinitopodem ser omitidas da cobertura

de G.

Demonstração. Pelo Lema 3.2.1, temos que pelo menos um dos subgruposCm+1, . . . ,Cn

tem índice finito. Não há perda de generalidade em supor que, de fato, todos os subgrupos

Cm+1, . . . ,Cn têm índice finito, pois caso existaCi de índice infinito, para algumm+1 ≤ i ≤ n,

podemos colocá-lo na lista dos subgrupos de índice infinito que queremos mostrar serem
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supérfluos para a cobertura deG. Definimos

D =
n

⋂

i=m+1

Ci .

ComoD é a interseção de um número finito de subgrupos de índice finito, pelo Lema

1.0.1, temos queD também tem índice finito emG. Agora, comoD está contido emCi, para

todo m+ 1 ≤ i ≤ n, então cada subgrupoCi pode ser escrito como união finita de classes

laterais deD, já que [G : D] = [G : Ci][Ci : D] e [G : D] e [G : Ci] são ambos finitos. Então,

comoG pode ser escrito como união de classes laterais dos subgrupos C1, . . . ,Cn e cadaCi

pode ser escrito como união finita de classes laterais deD, param+ 1 ≤ i ≤ n, segue queG

pode ser escrito como união de um número finito de classes deC1, . . . ,Cm e deD, isto é,

G =















m
⋃

i=1

Cigi















⋃

















k
⋃

j=1

Dyj

















, (3.2.3)

com∪k
j=1Dyj =∪

n
i=m+1Cigi. Portanto, pelo Lema 3.2.2, como apenasD tem índice finito, as

classes laterais deC1, . . . ,Cm podem ser omitidas da cobertura deG, isto é,G =∪k
j=1Dyj =

∪n
i=m+1Cigi , como queríamos. �

Agora que já temos as ferramentas necessárias, devido a B. H. Neumann em [19, §4],

vamos demonstrar a segunda caracterização de um grupo central-por-finito, que pode ser

encontrada no livro de D. Robinson [24, Theorem 4.16].

Teorema 3.2.4. Seja G um grupo. G é central-por-finito se, e somente se G admite uma

cobertura finita por subgrupos abelianos.

Demonstração. SuponhaG é central-por-finito, isto é, [G : Z(G)] = n para algumn

inteiro positivo. Escolhemos um transversal{g1, · · · gn} paraZ(G) = Z emG. Assim, para

qualquerg emG, temos queg = gizpara algumzemZ, portantog está em〈gi ,Z〉, que é um

subgrupo abeliano pois os geradores comutam. Assim,

G =
n

⋃

i=1

〈gi ,Z〉,

com 〈gi ,Z〉 todos subgrupos abelianos deG. EntãoG admite uma cobertura finita por sub-

grupos abelianos.

Reciprocamente, suponha que

G =
n

⋃

i=1

Ai ,

onde osAi são subgrupos abelianos. Pelo Lema 3.2.3, podemos supor semperda de gene-

ralidade que todos osAi têm índice finito. SejaD = ∩n
i=1Ai, como já observamos, pelo

Lema 1.0.1,D tem índice finito. Seg é um elemento deG, entãog está emAi para algum

1 ≤ i ≤ n. Também temos queD está contido emAi para todo 1≤ i ≤ n e comoAi é
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abeliano, os elementos deD comutam com todos os elementos deAi, portanto os elemen-

tos deD comutam com todos os elementos deG. Segue queD é central e assim, como

[G : Z(G)] ≤ [G : D] < ∞, G é um grupo central-por-finito, como queríamos. �

Agora, demonstraremos mais dois resultados que dão uma cotasuperior para o índice de

um dos subgrupos da cobertura.

Definição 3.2.5. SejamG um grupo eC um subgrupo deG. Definimos a"densidade"de

C, denotada porδ(C), como o inverso do seu índice emG, se o índice é finito, isto é,

δ(C) =
1

[G : C]

eδ(C) = 0, se [G : C] é infinito.

Lema 3.2.6. Seja G um grupo que é a união finita de n classes laterais de subgrupos

C1, . . . ,Cn não necessariamente distintos de G , isto é, G=∪n
i=1 Cigi . Então

n
∑

i=1

δ(Ci) ≥ 1.

Demonstração. Como pelo Lema 3.2.3, podemos omitir as classes laterais de subgrupos

de índice infinito da cobertura deG e δ(Ci) = 0 para subgrupos de índice infinito, podemos

supor sem perda de generalidade queC1, . . . ,Cn têm todos índice finito. Denotaremos no-

vamenteD como a interseção dos subgruposCi, para 1≤ i ≤ n. Agora,Cigi é a união de

[Ci : D] classes laterais deD. Assim,G =∪n
i=1 Cigi é a união de

∑n
i=1[Ci : D] classes laterais

deD. ComoD também é um subgrupo deG, temos queG é a união de no mínimo [G : D]

classes laterais deD, ou seja,

[G : D] ≤
n

∑

i=1

[Ci : D].

Assim, como [G : D] = [G : Ci][Ci : D], temos que [Ci : D] = [G : D]δ(Ci). Portanto
n

∑

i=1

[Ci : D] =
n

∑

i=1

[G : D]δ(Ci) = [G : D]
n

∑

i=1

δ(Ci).

Logo,

n
∑

i=1

δ(Ci) =

n
∑

i=1

[Ci : D]

[G : D]
≥ 1

�

Lema 3.2.7. Seja G um grupo que é a união finita de n classes laterais de subgrupos

C1, . . . ,Cn não necessariamente distintos de G , isto é, G= ∪n
i=1 Cigi . Então o índice de

pelo menos um desses subgrupos em G não excede n.
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Demonstração. Notamos que o lema é óbvio para grupos finitos e sua demonstração não

precisa do conceito de densidade de um subgrupo. De fato, suponha que [G : Ci] > n para

todo i. Daí, como|Cigi | =|Ci | eG =∪n
i=1 Cigi, temos que

[G : Ci] =
|G|
|Ci |
≤

∑n
i=1|Ci |

|Ci |
.

Portanto, para todoi, temos quen|Ci | <
∑n

i=1|Ci |. Assim,n|C1| + · · · + n|Cn| < n
∑n

i=1|Ci |, um

absurdo, então existeCi tal que [G : Ci] ≤ n.

No caso geral, pelo Lema 3.2.6, temos que
∑n

i=1 δ(Ci) ≥ 1. Supondo sem perda de

generalidade que os subgrupos de índice finito são osm primeiros subgruposCi, segue que
∑m

i=1 1/[G : Ci] ≥ 1. Se [G : Ci] > n para todoi ≤ m, teríamos que

1
[G : Ci]

<
1
n
.

Então,
m

∑

i=1

1
[G : Ci]

<

m
∑

i=1

1
n
=

m
n
≤ 1,

um absurdo. Então existeCi tal que [G : Ci] ≤ n. �



Capítulo 4

Análise Quantitativa

Como vimos no capítulo anterior, dadoG um grupo, dizer queG é central-por-finito é equi-

valente a dizer queG é um PE-grupo ou queG pode ser coberto por um número finito de sub-

grupos abelianos, isto é,G =∪n
i=1Ai. Note que, seG =∪n

i=1Ai, a coberturaA = {A1, . . . ,An}

é ditairredundantese qualquer subconjunto próprio deA não forma uma cobertura deG, ou

equivalentemente, se nenhum subgrupoAi pode ser retirado deA de forma que os subgrupos

restantes ainda formem uma cobertura deG. Dessa forma, dadoG um grupo central-por-

finito, podemos definir o númeroa(G) como a menor cardinalidade de uma cobertura irre-

dundante, isto é, como o menor número de subgrupos abelianosnecessários para cobrirG de

forma que esta cobertura seja irredundante. Note que, pela demonstração do Teorema 3.1.10

temos que seG é central-por-finito com [G : Z(G)] = n, dados quaisquern + 1 elementos

de G, pelo menos dois dessesn + 1 elementos estarão na mesma classe lateral deZ(G) e

portanto pelo menos dois elementos comutarão. Isso implicaque o tamanho máximo de um

subgrafo completo emΓ(G), isto é, o tamanho máximo de um clique én. Usando a notação

do Capítulo 2, temos queω(Γ(G)) ≤ n. No nosso caso, sempre estaremos considerando o

grafo não comutativoΓ(G) associado ao grupoG, então neste capítulo denotaremosω(Γ(G))

simplesmente porω(G).

O objetivo deste capítulo é relacionar esses três indicadores quantitativos associados a

um grupo central-por-finitoG, isto é, relacionarn, o índice deZ(G), ω(G), o tamanho do

maior clique emΓ(G), e a(G) o tamanho da menor cobertura irredundante por subgrupos

abelianos. No final também faremos algumas considerações sobre a relação entreω(G) e a

cardinalidade deG em um grupo finito.

4.1 Relacionando [G : Z(G)] e ω(G)

DadoG um grupo tal que [G : Z(G)] = n, já observamos queω(G) ≤ n. Em geral, essa

estimativa pode ser melhorada quandon > 1 para

ω(G) ≤ n− 1.

De fato, sejaX = {x1, . . . , xn} qualquer subconjunto deG de tamanhon. Se pelo menos

dois desses elementos,xi e xj, estão na mesma classe lateral deZ(G), entãoxi e xj comutam

32



4. RELACIONANDO [G : Z(G)] E ω(G) 33

e assimX não é um clique. Se todos osn elementos deX estão em classes laterais distintas

deZ(G), temos que entre essesn elementos existe um, digamosxi, que está na classe lateral

Z(G), isto é, o elementoxi é um elemento central deG. Desta forma, temos quexi comuta

com todos os outrosn− 1 elementos e portantoX não é um clique. Portanto, o tamanho de

um clique emΓ(G) deve ser sempre menor ou igual an − 1, isto é,ω(G) ≤ n − 1, como

queríamos.

Agora vamos dar um exemplo de um grupoG tal que [G : Z(G)] = n eω(G) = n− 1. De

fato, consideramosD8, o grupo diedral de ordem 8. No Capítulo 2, já havíamos determinado

seu grafo não-comutativo (Ver Figura 2.1.3) e notado queω(D8) = 3. ComoZ(D8) = {1, ρ2},

temos que [G : Z(D8)] = n = 4. Assim,ω(D8) = n− 1. Notamos também que nem sempre

ω(G) alcança o valorn− 1. Como exemplo, consideramosD6, o grupo diedral de ordem 6.

Pelo grafo não-comutativo deD6 (Ver Figura 2.1.2) temos que{τ, ρτ, ρ2τ, ρ2} é um clique e

que não há cliques de tamanho maior que quatro, logoω(D6) = 4 . Por outro lado, como

Z(D6) = {1}, temos que [G : Z(D6)] = n = 6. Assim,ω(D6) < n− 1.

Uma pergunta interessante sobreω(G) é saber se para todo inteiro positivom existe um

grupoG tal queω(G) = m. SeG é um grupo abeliano, entãoω(G) = 1. Paul Erd̋os mostrou

que não podemos atingirω(G) = 2. De fato, sejamG um grupo ea e b elementos deG tais

quea e b não comutam. Então ambosa e b também não comutam com o elementoab em

G, ou seja,ω(G) > 2. Agora sejam um inteiro positivo maior que 2, B. H. Neumann [18]

observou que seG é o grupo diedral de ordem 4(m− 1), entãoω(G) = m. Consideramos

G = D2n, comn = 2(m− 1), isto é

D2n = 〈ρ, τ | τ
2 = ρn = 1, ρτ = ρ−1〉.

Notamos que para 0≤ i, j ≤ n− 1 e i , j, temos

[ρ, τρi] = ρn−2

[τ, τρi] = ρ2i

[τρi , τρ j] = ρ2(i− j).

Vamos considerarH = {ρ, τ, τρ, . . . , τρn−1} e retirar os elementos que comutam, para

formar o nosso clique. Comon > 2 temos queρ e τρi não comutam para nenhumi. Agora,

ρ2i = 1 parai , 0 somente quandoi = n/2, ou seja, vamos retirar da listaH o elementoτρn/2.

Agora supondo quei e j são diferentes den/2, vamos analisar quandoτρi e τρ j comutam.

Temos queρ2(i− j) = 1 somente quandoi − j = n/2, isto é,i − (n/2) = j. Parai = n − 1,

temos quej = (n/2) − 1 e analogamente, parai = (n/2) − k, temos quej = (n/2) − k,

para 1≤ k ≤ (n/2) − 1. Vamos então retirar da listaH os elementosτρ(n/2)−k, para 1≤

k ≤ (n/2) − 1. Ao retirar esses elementos deH, ficamos com um cliqueK de tamanho

(n + 1) − 1 − [(n/2) − 1] = (n/2) + 1. No nosso caso,n = 2(m− 1), entãoω(G) ≥ m. Se

existisse um clique de tamanho maior quem, teríamos que adicionar aK algum elemento do
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tipo ρi, com 1< i < n, masρi comutaria comρ. É possível ver também que qualquer outro

clique deΓ(D2n) tem tamanho menor ou igual am. Assim, o tamanho do maior clique de

D2n comn = 2(m− 1) é exatamentem, como queríamos.

DadoG um grupo central-por-finito, sabemos que não existem emΓ(G) subgrafos infi-

nitos completos. Uma pergunta natural a se fazer neste pontoé: dado queΓ(G) não possui

subgrafos completos maiores queω(G), se é possível determinar uma cota superior paran,

o índice deZ(G), em termos deω(G). L. Pyber, em seu trabalhoThe number of pairwise

non-commuting elements and the index of the centre in a finitegroup,[22], mostrou que seG

é um grupo tal queω(G) = m, então

[G : Z(G)] ≤ cm, (4.1.1)

ondec é uma constante. Primeiro, observamos que é possível considerar apenas grupos

finitos pelo seguinte resultado cuja demonstração pode ser encontrada em [13, §2]:

Teorema 4.1.1. Dado G um grupo comω(G) finito, existe H um grupo finito tal que

H/Z(H) e G/Z(G) são isomorfos eω(G) = ω(H).

Vamos denotar pork(G) o tamanho máximo de uma classe de conjugação deG. O

próximo lema será o primeiro passo para conseguirmos uma cota para [G : Z(G)] em função

dem.

Lema 4.1.2. Seja G um grupo finito tal queω(G) = m. Então, k(G) ≤ 4m2.

Demonstração. Suponha que as disjuntas classes de conjugação deG estejam indexadas

de forma crescente em relação a sua ordem, isto é,

1 ≤ |Cl(g1)| ≤ |Cl(g2)| ≤ · · · .

Sejar o menor inteiro tal que

|Cl(g1)| + · · · + |Cl(gr)| >
|G|
2
.

Primeiro vamos mostrar que|Cl(gr)| ≤ 2m. De fato, considere o conjunto

X = G \
(

∪r−1
j=1Cl(gj)

)

.

Pela escolha der temos que|Cl(g1)| + · · · + |Cl(gr−1)| ≤
|G|
2 e assim, como as classes de

conjugação são disjuntas, temos que

|X| ≥
|G|
2
.

ComoX é um subconjunto deG, temos que existe um subconjuntoX′ = {x1, . . . , xl} deX

com l ≤ me tal queX′ é um clique de cardinalidade maximal deX. Assim, dadox elemento

deX\X′ temos quex comuta com algumxi, caso contrário teríamos um absurdo pelo fato de
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X′ ser o clique de cardinalidade maximal. Portanto,X está contido emCG(x1) ∪ . . . ∪CG(xl)

e assim existej, com 1≤ j ≤ l, tal que

|CG(xj)| ≥
1
m
|X| ≥

|G|
2m

.

Como xj está emX, por definição temos queCl(xj) = Cl(gi) para algumi ≥ r. Logo,

pela forma como as classes de conjugação foram ordenadas, temos que

|Cl(gr)| ≤ |Cl(xj)| = [G : CG(xj)] ≤ 2m.

Agora paraY = Cl(g1) ∪ . . . ∪ Cl(gr) temos que|Y| > 1
2 |G|, logo |Y| + |Y| > |G|. Mas

dadog um elemento emG, temos que o conjuntogY tem a mesma cardinalidade deY, logo

|gY| + |Y| > |G|. Assim, existe um elementoy que está emgY∩ Y, isto é,y = gy1, comy1

em Y. Logo, g está emYY e portantoG = YY. Então, dadog um elemento deG, temos

que g pertence aCl(gi)Cl(gj) para 1≤ i, j ≤ r e temos queCl(g) está emCl(gi)Cl(gj).

Mas |Cl(gi)Cl(gj)| ≤ |Cl(gr)|
2
≤ (2m)2, logo |Cl(g)| ≤ 4m2 para todog em G, e portanto

k(G) ≤ 4m2, como queríamos. �

Proposição 4.1.3. Se{a1, . . . ,as} é um clique deΓ(G), então

ω
(

∩s
i=1CG(ai)

)

≤ ω(G) − s+ 1.

Em particular, se pegarmos s= ω(G), temos que∩s
i=1CG(ai) é um subgrupo abeliano.

Demonstração. Seja{b1, . . . ,bl} um clique do grafo não-comutativo de∩s
i=1CG(ai). Como

cadabi, para 1≤ i ≤ l, comuta comaj, para todo 1≤ j ≤ s, temos que o conjunto

{b1, . . . ,bl−1,bla1, . . . ,blas} é um clique deΓ(G) de tamanhol+s−1 e portantol+s−1 ≤ ω(G)

e assiml ≤ ω(G) − s+ 1. Podemos considerar o clique{b1, . . . ,bl} de maior cardinalidade

de∩s
i=1CG(ai), isto é, l = ω

(

∩s
i=1CG(ai)

)

e assim temos o resultado. Em particular, se

s= ω(G), temos queω
(

∩s
i=1CG(ai)

)

≤ 1, isto é,∩s
i=1CG(ai) é abeliano.

�

Por definição temos queZ(G) está contido emA = ∩s
i=1CG(ai). Queremos mostrar que

Z(G) = A e para tanto vamos mostrar queA 6 Z(G), resultado que pode ser encontrado em

[26, Theorem 5.1].

Suponha por absurdo que existe um elementoa que está emA, mas não está emZ(G).

Então existe um elementob emG tal que [a,b] , 1. Para cada 1≤ i ≤ s definayi = ai, se

[ai ,b] , 1 eyi = aai se [ai ,b] = 1. Assim,{y1, . . . , ys,b} é um clique de tamanhos+ 1, um

absurdo. Portanto, temos queZ(G) = A. Assim, quandos= ω(G) e pelo Lema 4.1.2, temos

que

[G : Z(G)] = [G : A] ≤
s

∏

i=1

[G : CG(ai)] ≤ (4s2)s = 22s(1+logs),

ondelogsé na base 2.
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De fato, L.Pyber conseguiu uma estimativa ainda melhor parao índice do centro em

função dem= ω(G). Ele prova o seguinte:

[G : Z(G)] ≤ 2225m23(2+2logm)5
.

Os detalhes da demonstração de tal resultado podem ser achados em [22, Theorem 6.1.].

Não apresentaremos a demonstração aqui, porém daremos uma ideia dos passos que foram

seguidos para obter essa cota.

Como já foi observado, é possível, sem perda de generalidade,considerarG um grupo

finito. A ideia principal de Pyber é encontrar emG um subgrupo nilpotenteC de classe no

máximo 2, isto é,C′ 6 Z(C), e utilizar uma cadeia de subgruposZ(G) 6 Z(C) 6 C 6 G para

reduzir o problema inicial de estimativa do índice deZ(G) emG. Em [22], mostra-se que

tal subgrupo nilpotenteC de classe no máximo 2 é exatamente o subgrupoCG(G′), ondeG′

denota o subgrupo derivado deG.

Primeiro, aplicando o Lema 4.1.2 e um resultado importante de P. M. Neumann e M. R.

Vaughan-Lee [21] que diz que

|G′| ≤ k
1
2 (3+5logk), ondek = k(G)

é possível mostrar que existe uma cota superior para|G′| que depende apenas deω(G) = m.

Logo, pela Proposição 1.0.3 existem{g1, . . . ,gt} geradores deG′ comt que depende também

deω(G) = m. Assim, é mostrado que existe uma cota superior para [G : C] que depende

apenas dem. Além disso, com um argumento semelhante, mostra-se que também é possível

dar uma cota superior para o índice [Z(C) : Z(G)] um função dem. Uma vez que temos

cotas para os índices [G : C] e [Z(C) : Z(G)] dependendo deω(G) = m, para alcançarmos o

objetivo final faltaria apenas majorar o índice deZ(C) emC.

Utilizando os Lemas 4.1.2 e 4.1.3, o autor mostra que é possível, para ump-grupo nilpo-

tenteP de classe 2, dar uma cota superior do índice deZ(P) emP apenas em função deω(P).

Agora, comoC é nilpotente finito de classe no máximo 2, por [23, 5.2.4], temos queC é o

produto direto dos seus subgrupos de Sylow, que em particular sãop-grupos. Mas sabendo

queω(A × B) ≥ ω(A)ω(B) para quaisquer gruposA e B, como é mostrado na seção 3 de

[22], temos que é possível achar uma cota superior para o índice deZ(C) emC que depende

apenas deω(G) = m. Assim, temos que

[G : Z(G)] = [G : C][C : Z(C)][Z(C) : Z(G)]

e usando as cotas achadas antes se chega a cota desejada para oíndice deZ(G) em função de

m.

4.2 Relacionando [G : Z(G)] e a(G)

Como vimos no Teorema 3.2.4, todo grupo central-por-finito pode ser coberto por um

número finito de subgrupos abelianos. Portanto, é natural buscar uma relação entren e
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a(G). A primeira questão a ser perguntada é dadoG um grupo central-por-finito tal que

[G : Z(G)] = n, se podemos limitar o valor dea(G) em termos den.

Notemos que dadoT = {t1, . . . , tn} um transversal deZ(G) em G, podemos definir os

subgruposAi = 〈Z(G), ti〉. Temos que cadaAi é abeliano, pois seus geradores comutam e

também, dadog um elemento deG, g está em alguma classe lateral deZ(G) emG, ou seja,

g = zti, paraz um elemento central eti um elemento no transversalT. Dessa forma, temos

queg está sempre em〈Z(G), ti〉 para algum 1≤ i ≤ n, logoG = ∪n
i=1Ai. Assim, temos que

G = ∪n
i=1Ai é uma cobertura irredundante de tamanhon por subgrupos abelianos. Como

a(G) é o tamanho da menor cobertura irredundante por subgrupos abelianos, temos que

a(G) ≤ n.

Observamos que a igualdade vale apenas quandon = 1. De fato, sen = 1, então temos

G = Z(G), logoG é a sua própria cobertura por abelianos de tamanho 1 e portanto a(G) = 1.

Por outro lado, sen > 1, sejaT = {1, t2, . . . , tn} um transversal deZ(G) emG. Temos, com

a notação que utilizamos anteriormente, queG = ∪n
i=1Ai. Mas comon > 1, temos que

G = ∪n
i=1Ai = ∪

n
i=2Ai, poisA1 = Z(G) que já está contido emAi, para 2≤ i ≤ n. Assim,

a(G) < n.

Uma vez que temos um grupoG que pode ser coberto por um número finito de subgrupos

abelianos, já sabemos que ele é central-por-finito e portanto [G : Z(G)] é finito. A questão é

determinar se é possível limitar o índice do centro,n, em termos dea(G). No artigoGroups

covered by finitely many subsets[20], B.H.Neumann encontrou algumas cotas possíveis. De

fato, ele considerou um problema ainda mais geral, analisando grupos que não são cobertos

por um número finito de classes laterais de subgrupos. A seguir daremos detalhes do estudo

feito por B. H. Neumann em [20] e veremos as consequências dele para o problema de achar

uma cota de [G : Z(G)] = n em função dea(G).

4.2.1 Grupos cobertos por classes laterais

Vamos começar a examinar a situação geral de um grupoG coberto por um número

finito de classes laterais de subgrupos. SejamCi = Aigi, com 1≤ i ≤ m, classes laterais de

A1, . . . ,Am subgrupos deG não necessariamente distintos. Como mencionamos no Capítulo

3, não há perda de generalidade em considerar classes laterais à direita. Assumiremos que

G =
m

⋃

i=1

Ci

de tal forma que essa seja uma cobertura irredundante deG. Podemos assumir também,

pelo Lema 3.2.2, que todos osCi sejam classes laterais de subgruposAi de índice finito, pois

todas as classesCi comAi subgrupos de índice infinito podem ser omitidas da coberturade

G. Vamos mostrar que existe uma cota para esses índices [G : Ai] dependendo apenas dem.
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SeG =∪m
i=1Ci é uma cobertura irredundante deG por classes laterais, denotaremos:

D1 = A1, D2 = A1 ∩ A2, . . . , Dm =∩
m
i=1Ai . (4.2.1)

O lema a seguir nos dará a primeira cota superior para o índice[G : Dm]. A estimativa

desse índice é relevante pois, no caso que nos interessa,G = ∪m
i=1Ai, ondeA1, . . . ,An são

subgrupos abelianos, temos que∩m
i=1Ai 6 Z(G) e assim [G : Z(G)] ≤ [G : ∩m

i=1Ai] = [G :

Dm]. Assim, conseguir uma cota superior para o índice deDm implica conseguir uma cota

superior para o índice do centro deG.

Lema 4.2.1.Sejam A1, . . . ,Am subgrupos de G não necessariamente distintos e Ci = Aigi

classes laterais desses subgrupos. Se G= ∪m
i=1Ci é uma cobertura irredundante de G por

classes laterais, então

[G : Ai] ≤
m

∏

j=1

j2
j−2

e [G : Dm] ≤
m

∏

j=1

j2
j−1

Demonstração. Sem = 1 temos queG = C1, então [G : D1] = 1 e não há nada a

demonstrar. Assim, vamos supor quem > 1. Denotaremos o índice dos subgruposAi por

αi = [G : Ai] e denotaremos tambémδk = [G : Dk] onde osDk são definidos em (4.2.1).

Como já observamos, podemos supor que todos osAi têm índice finito, ou equivalentemente,

αi é finito para todoi. Pelo Lema 1.0.1, temos que

δk ≤

k
∏

i=1

αi , k = 1, . . . ,m (4.2.2)

e comoαi é finito para todoi, temos que osδk são finitos para todo 1≤ k ≤ m. Também

notamos que se acharmos uma cota superior para todos osαi, por (4.2.2) temos uma cota

paraδm. Por outro lado, se temos uma cota superior paraδm = [G : Dm], como Dm 6 Ai,

para todo 1≤ i ≤ m, temos queαi = [G : Ai] ≤ [G : Dm] = δm também será limitado

superiormente.

Agora observamos que seB é um subgrupo deG contendoDm com [G : B] = β, como

[G : Dm] = [G : B][ B : Dm] temos que [B : Dm] = δm

β
, isto é,B é a união deδm

β
classes laterais

distintas deDm. Notamos também que o mesmo vale para qualquer classe lateral Bg de B,

visto que, seB = ∪l
i=1Dmhi, entãoBg = ∪l

i=1Dmhig. Consideramos a união∪k
i=1Ci, com

1 ≤ k < m. Como estamos considerando uma cobertura irredundante, temos que∪k
i=1Ci não

é igual a todoG. ComoCi = Aigi e como cadaDk 6 Ai sempre que 1≤ i ≤ k, temos que

cadaAi é a união de classes laterais deDk, para 1≤ i ≤ k. Logo, temos que∪k
i=1Ci é a união

de classes laterais deDk. Mas como∪k
i=1Ci não é todoG, temos que existe pelo menos uma

classe lateralDkg que não está em∪k
i=1Ci. Segue que a classeDkg tem que ser coberta pelos
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Ci restantes, isto é,

Dkg ⊆
m

⋃

i=k+1

Ci . (4.2.3)

Agora comoDk e Ai são subgrupos deG que contémDm para todo 1≤ k, i ≤ m, vimos

queDkg é a união deδm

δk
classes deDm eCi é a união deδm

αi
classes deDm. Assim, por (4.2.3),

como ambos os lados são uniões de classes laterais deDm e as classes laterais são disjuntas

ou iguais temos que

δm

δk
≤

m
∑

i=k+1

δm

αi
. (4.2.4)

Por (4.2.2), temos que1
δk
≥

∏k
i=1

1
αi

. De (4.2.4) segue que
∏k

i=1
1
αi
≤ 1

δk
≤

∑m
i=k+1

1
αi

, e

assim temos

k
∏

i=1

1
αi
≤

m
∑

i=k+1

1
αi
, (4.2.5)

para 1≤ k < m− 1. Observe que também podemos considerar o que corresponde formal-

mente ao casok = 0 em (4.2.5), isto é,

1 ≤
m

∑

i=1

1
αi
. (4.2.6)

Observe que a desigualdade (4.2.6) já havia sido demonstrada no capítulo anterior, no

Lema 3.2.6. Aqui vamos mostrá-la de outra maneira. De fato, sabendo queCi é a união de
δm

αi
classes laterais deDm eG é a união deδm classes laterais deDm, logo, comoG =∪m

i=1Ci

e ambos os lados podem ser visto como união de classes laterais deDm, temos que

δm ≤

m
∑

i=1

δm

αi
. (4.2.7)

Notamos que a desigualdade (4.2.7) leva em consideração quea mesma classe lateral de

Dm pode ocorrer em mais de umCi. Lembramos queδm ≥ 1, pois é o índice de um subgrupo

e queδm também é finito . Dividindo os dois lados de (4.2.7) porδm temos a desigualdade

(4.2.6). Agora, condensando (4.2.6) e (4.2.5), temos:

j−1
∏

i=1

1
αi
≤

m
∑

i= j

1
αi

j = 1, . . . ,m (4.2.8)

se substituirmosk por j − 1. A seguir utilizaremos (4.2.8) para achar as cotas superiores

desejadas. Suponha sem perda de generalidade que osCi estão numerados de acordo com a
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ordem crescente dos índices. Notamos que caso isso não ocorra, basta renomeá-los. Desta

maneira, temos que:

α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αm.

Logo,

1
α1
≥

1
α2
≥ · · · ≥

1
αm
. (4.2.9)

Notemos que1
αi
≤ 1

α j
sempre quej ≤ i ≤ mpor (4.2.9). Logo,

m
∑

i= j

1
αi
≤

m− j + 1
α j

.

Portanto, por (4.2.8) temos que

j−1
∏

i=1

1
αi
≤

m− j + 1
α j

,

ou, equivalentemente

α j ≤ (m− j + 1)
j−1
∏

i=1

αi .

Assim, temos cotas superiores para cadaα j dependendo dem e deαi para 1≤ i < j. De

forma concreta temos que,

α1 ≤ m

α2 ≤ (m− 1)α1 ≤ (m− 1)m

α3 ≤ (m− 2)α1α2 ≤ (m− 2)(m− 1)m2

α4 ≤ (m− 3)α1α2α3 ≤ (m− 3)(m− 2)(m− 1)2m4

...

αm ≤ 1 · 2 · 32 · · · · ·m2m−2

Notamos que a cotaα1 ≤ m já havia sido observada no capítulo anterior, no Lema 3.2.7.

Lembramos queα1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αm, entãoαi ≤ αm ≤ 1·2·32 · · · · ·m2m−2
, para todo 1≤ i ≤ m.

Logo,αi ≤
∏m

j=1 j2
j−2

, para todo 1≤ i ≤ m e dessa forma temos a primeira parte do lema.

Agora, por (4.2.2) sabemos queδm ≤ α1 · · ·αm. Assim, temos que

δm ≤ α1 · · ·αm ≤ m(1+
∑m−2

k=0 2k).(m− 1)(1+
∑m−3

k=0 2k).(m− 2)(1+
∑m−4

k=0 2k) · · · · 22 · 1.

Logo, pela soma de uma progressão geométrica temos
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[G : Dm] = δm ≤ 1 · 22 · · · · ·m2m−1
=

m
∏

j=1

j2
j−1

o que demonstra a segunda parte do lema. �

O próximo teorema é um resultado técnico que vale em geral para números reais. Como

sua demonstração é muito extensa, ela será omitida neste capítulo, mas pode ser encontrada

no Apêndice 6. Como corolário deste teorema, teremos as novascotas superiores para o

índice deDm.

Teorema 4.2.2. Sejamα1, . . . , αm m números reais positivos tais que

1 ≤ α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αm e
j−1
∏

i=1

1
αi
≤

m
∑

i= j

1
αi
,

para1 ≤ j ≤ m, então

αm ≤ ym e
m

∏

i=1

αi ≤ ym
2

onde y1 = 1 e yi+1 = yi
2 + yi, quando i≥ 1.

Corolário 4.2.3.Sejam A1, . . . ,Am subgrupos de G não necessariamente distintos e Ci =

Aigi classes laterais desses subgrupos. Se G= ∪m
i=1Ci é uma cobertura irredundante de G

por classes laterais, então

∆m = [G :
m

⋂

i=1

Ai] ≤ ym
2

onde y1 = 1 e yi+1 = yi
2 + yi, para i ≥ 1.

Demonstração. No Teorema 4.2.2, basta tomarαi = [G : Ai] para 1≤ i ≤ m. Temos

então por (4.2.8) que osαi satisfazem as hipóteses. Mas [G :
⋂m

i=1 Ai] ≤
∏m

i=1αi ≤ ym
2 e

assim temos que o resultado vale. �

Através do Lema 4.2.1, mostramos a existência de cotas superiores para cadaαi e para o

índice deDm. Como já mencionamos, no caso particular em queG é coberto pormsubgrupos

abelianos, temos que a existência de uma cota superior para [G : Dm] implica na existência

de uma cota superior para o índice deZ(G), que é o que queremos.

SeG é coberto por subgrupos abelianos em = a(G), temos [G : Z(G)] ≤ [G :
⋂m

i=1 Ai].

Assim, do Corolário 4.2.3, segue que

n = [G : Z(G)] ≤ [G :
m

⋂

i=1

Ai] ≤ ya(G)
2.
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De fato, é possível melhorar as cotas obtidas pelo Corolário 4.2.3 se trabalharmos um

pouco mais na desigualdade (4.2.8). Note que, pelo Lema 4.2.1, em nossa primeira esti-

mativa, tínhamos que sea(G) = 4, entãoα4 ≤ 4608. Já pelo Teorema 4.2.2, temos que

α4 ≤ 42. Dessa forma, como o índice do centro é menor ou igual ao produto dosαi temos

que a estimativa para [G : Z(G)] = n em função dea(G) foi significantemente melhorada.

Agora vamos fazer uma análise da interseção de classes laterais. SejamA eA′ subgrupos

com índice finito emG tais que o índice deA∩A′ é exatamente o produto do índice deA em

G pelo índice deA′ emG. Sejam [G : A] = α, [G : A′] = α′ e [G : D] = δ, comD = A∩ A′.

Suponhamos, queδ = αα′. Pela Proposição 1.0.2 , temos queG = AA′. Portanto, seC = Ag

eC′ = A′g′ são duas classes laterais deA e A′ respectivamente, temos que existema emA e

a′ emA′ tais que

gg′−1
= aa′.

Assim, temos quea−1g = a′g′ está emC ∩C′. Portanto,

Da−1g = Da′g′ ⊆ C ∩C′.

Logo, como já vimos na demonstração do Lema 4.2.1, temos queC é a união deδ
α
= α′

classes laterais deD eC′ é a união deδ
α′
= α classes laterais deD. Então, como pelo menos

uma classe lateral deD está em ambas as coberturas temos queC ∪ C′ é a união de no

máximo
δ

α′
+
δ

α
− 1 = α′ + α

(

1−
1
α

)

classes laterais deD.

Agora suponha queC ∪ C′ é a união de exatamenteδ
α′
+ δ

α
classes laterais deD. Nesse

caso temos queC eC′ são disjuntas e queδ < αα′, pois se tivéssemos a igualdade, cairíamos

no caso anterior. Mas, em geralδ = [G : D] = [G : A′][A′ : D], entãoδ é sempre múltiplo

deα′. Assim,

δ ≤ (α − 1)α′ = αα′
(

1−
1
α

)

. (4.2.10)

Portanto, seC e C′ não têm interseção, temos que (4.2.10) vale. É possível mostrar

que o mesmo vale para subgrupos deA, ou seja, seB é um subgrupo deA, [G : B] = β e

[G : A′ ∩ B] = δ′, então sempre queC eC′ são disjuntos temos que

δ′ ≤ βα′
(

1−
1
α

)

.

Vamos agora aplicar a observação acima na situação em queG = ∪m
i=aCi é uma cobertura

irredundante deG. Fixamos uma classe lateral, digamos,C1. Assim, dividimos osCi res-

tantes de acordo com seu índice, da seguinte maneira: para 2≤ i ≤ m, seCi tem interseção
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vazia comC1, entãoi ∈ I e seCi tem interseção não vazia comC1, entãoi ∈ J. Assim, por

(4.2.2) e aplicando (4.2.10) temos que para 1≤ k ≤ m

δk ≤

k
∏

i=1

αi ≤ α1 ·
∏

i≤k,i∈I

αi

(

1−
1
α1

)

·
∏

j≤k, j∈J

α j . (4.2.11)

Também temos que (4.2.4) pode ser melhorada da seguinte forma,

δm

δk
≤

∑

i>k,i∈I

δm

αi
+

∑

j>k, j∈J

δm

α j

(

1−
1
α1

)

. (4.2.12)

Para combinar (4.2.12 )e (4.2.11), parai em I e j emJ, sejam

βi = αi

(

1−
1
α1

)

e β j = α j .

Assim, análogo ao que obtivemos em (4.2.5), temos que

1
α1

k
∏

l=2

1
βl
≤

(

1−
1
α1

) m
∑

l=k+1

1
βl
, k = 1, . . . ,m− 1. (4.2.13)

Temos também o análogo a (4.2.6), que vem da desigualdade similar a (4.2.7), ou seja,

δm ≤
δm

α1

∑

i∈I

δm

αi
+

(

1−
1
α1

)

∑

j∈J

δm

α j
,

e isso nos dá

1 ≤
1
α1
+

(

1−
1
α1

) m
∑

i=2

1
βi
,

isto é

m
∑

i=2

1
βi
≥ 1. (4.2.14)

Agora, seguindo o raciocínio de antes, numeramos as classesde forma queα1 ≤ αi, para

i > 1 e de forma que

β2 ≤ β3 ≤ · · · ≤ βm.

Note que se 2 pertence aI , temos queβ2 = α2

(

1− 1
α1

)

≥ α1

(

1− 1
α1

)

= α1 − 1 e se 2

pertence aJ, então temos queβ2 = α2 ≥ α1 > α1−1. Portanto, sempre temos queβ2 ≥ α1−1.

Parai = 2, . . . ,m, utilizamos a notação
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zi =
1
βi

e θ =
1

α1 − 1
.

Assim as desigualdades (4.2.13) e (4.2.14) podem ser reescritas de forma que corres-

ponde às relações (6.2.1) e (6.2.2) (Veja demonstração do Teorema 4.2.2 no Apêndice 6), ou

seja,

1 ≥ θ ≥ z2 ≥ z3 ≥ · · · ≥ zm ≥ 0 (4.2.15)

m
∑

i=2

zi ≥ 1 (4.2.16)

m
∑

i=k

zi ≥ θ

k−1
∏

i=2

zi (4.2.17)

parak = 2, . . . ,m. Repetindo um processo análogo ao feito para demonstrar o Teorema 4.2.2,

agora nas condições anteriores e usando o fato queα1 é inteiro, podemos melhorar as cotas

do Corolário 4.2.3 para

∆3 ≤ 6,

∆4 ≤ 36,

∆5 ≤ 320,

∆m ≤ 3vm−1
2, param≥ 6,

ondev4 = 10,v5 = 110 evi+1 = vi
2+vi, ouvm = [c1

2m−1
] comc1 = 1,3419 aproximadamente.

Então, temos que∆m ≤ c1
2m, isto é, aplicando a situação anterior no nosso problema para

m= a(G), temos que

[G : Z(G)] ≤ c1
2a(G)

,

ondec1 é uma constante.

Usando o fato que todosαi são inteiro, é possível melhorar ainda mais as cotas para

m≥ 6. Nesse caso, obtemos:

∆m ≤ 4wm−1
2, m≥ 6,

ondew4 = 8, w5 = 72 ewi+1 = wi
2 + wi, ouwm = [c2

2m−1
] com c2 = 1,3070 aproximada-

mente. Então, temos que∆m ≤ c2
2m, isto é, aplicando a situação anterior no nosso problema

param= a(G), temos que

[G : Z(G)] ≤ c2
2a(G)

,

ondec2 é uma constante. Note que neste caso,c2 é uma constante menor quec1 que tínhamos

obtido anteriormente.
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Finalmente, considerando a nossa situação principal, ondeas classesCi = Ai são sub-

grupos deG, podemos melhorar mais ainda nossas cotas se adicionarmos acondição de que

todos os subgruposAi tem interseção não vazia dois a dois, isto é, o conjuntoI definido

anteriormente é vazio eβ j = α j para todoj. Neste caso, temos queβ2 = α2 ≥ α1 = θ/(θ+1),

então a condição (4.2.15) se torna

1 ≥
θ

θ + 1
≥ z2 ≥ z3 ≥ · · · ≥ zm ≥ 0 (4.2.18)

Nesse caso, com um argumento semelhante ao feito para demonstrar o Teorema 4.2.2,

porém mais trabalhoso, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.4. Se∆′m = [G : ∩m
i=1Ai] e G pode ser coberto de forma irredundante por m

subgrupos A1, . . . ,Am, então

∆′3 ≤ 4,

∆′4 ≤ 27,

∆′5 ≤ 256,

∆′m ≤ 4ym−1
2, m≥ 6.

onde y1 = 1, yi+1 = yi
2 + yi.

Notamos então que se um grupoG pode ser coberto por 3 subgrupos abelianos, então o

índice [G : Z(G)] ≤ 4 e, de fato, ele pode atingir o valor 4. SejaQ8 o grupo dos quatérnios

de ordem 8. Temos queQ8 = 〈i〉 ∪ 〈 j〉 ∪ 〈k〉 é uma cobertura irredundante deQ8 e Z(Q8) =

{1,−1}, então [Q8 : Z(Q8)] = 4.

4.3 Relacionando ω(G) e a(G)

Nesta seção, dadoG um grupo central-por-finito, queremos relacionar o tamanhodo

maior clique deΓ(G) com o tamanho da menor cobertura irredundante deG por subgru-

pos abelianos. Uma das referências principais desta seção éo artigoSome applications of

graph theory to finite groups[3], de E. A. Bertram. Vamos ver que, em geral,ω(G) ≤ a(G),

apresentar alguns casos em queω(G) = a(G) e obteremos cotas dea(G) em função deω(G).

Primeiro, sejamG = ∪a(G)
i=1 Ai uma cobertura irredundante deG de tamanho mínimo

por subgrupos abelianos eX ⊂ V(Γ(G)) um clique de maior cardinalidade deΓ(G), isto é,

um clique de tamanhoω(G). Então, se tivéssemosω(G) > a(G), pelo Princípio da Casa

dos Pombos, teríamos dois elementos deX no mesmo subgrupo abelianoAj, para algum

1 ≤ j ≤ a(G). Assim, comoAj é abeliano, teríamos que esses dois elementos do clique X

comutam, um absurdo. Portanto,

ω(G) ≤ a(G). (4.3.1)
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A seguir, vamos apresentar alguns exemplos de grupos tais queω(G) = a(G). Vamos ver

também alguns resultados relacionados ao problema de acharcondições sobreG para que

ω(G) seja igual aa(G).

Sejan > 2 um número ímpar e considere o grupo diedralD2n de ordem 2n

D2n = 〈ρ, τ | τ
2 = ρn = 1, ρτ = ρ−1〉.

Note que para 0≤ i, j ≤ n− 1 e i , j, temos

[ρ, τρi] = ρn−2

[τ, τρi] = ρ2i

[τρi , τρ j] = ρ2(i− j).

Agora sei , 0, temos queρ2i = 1 apenas quandoi = n/2 e comon é ímpar,i não é

inteiro neste caso. Da mesma forma,ρ2(i− j)
, 1, para 0≤ i, j ≤ n− 1 e i , j. Também temos

queρn−2
, 1, poisn > 2 en é o menor inteiro positivo tal queρn = 1. Assim, temos que os

elementos deX = {ρ, τ, τρ, τρ2, . . . , τρn−1} não comutam dois a dois. Logo,X é um clique de

Γ(D2n) de tamanhon+ 1, portantoω(D2n) ≥ n+ 1.

No trabalhoOn coverings of a finite group by abelian subgroups[16], D. R. Mason

demonstrou que seG é um grupo finito, então existe um inteirok ≤ |G|/2 + 1 e subgrupos

abelianosA1, . . . ,Ak tais queG =∪k
i=1Ai . Em particular,

a(G) ≤ |G|/2+ 1. (4.3.2)

Então, pela desigualdade (4.3.2) no caso deD2n, temos queω(D2n) ≤ a(D2n) ≤
|D2n|

2 + 1.

Portanto,ω(D2n) = a(D2n) = n+ 1, paran > 2 um número ímpar.

A próxima proposição nos dará uma condição suficiente para que um grupo central-por-

finito G satisfaçaω(G) = a(G).

Proposição 4.3.1. Seja G um grupo central-por-finito não abeliano. Se para todox

elemento não central de G tivermos que CG(x) é abeliano, entãoω(G) = a(G).

Demonstração. SejamX = {g1, . . . ,gm} um clique de maior cardinalidade deΓ(G), isto

é, m = ω(G) e x um elemento deG. Sex não comuta comgi para todo 1≤ i ≤ m, temos

que{x,g1, . . . ,gm} é um clique de tamanhom+ 1, um absurdo, pois o tamanho máximo de

qualquer clique ém. Assim, existegi em X tal quex comuta comgi e portantox está em

CG(gi). Segue então queG = ∪m
i=1CG(gi). Agora, temos quegi não é um elemento central

e gj não está emCG(gi) parai , j. Por hipótese, todos osCG(gi) são abelianos e portanto

G = ∪m
i=1CG(gi) é uma cobertura irredundante finita, por subgrupos abelianos, de tamanho

m = ω(G). Assim, a(G) ≤ ω(G). Como, por (4.3.1) temos em geral queω(G) ≤ a(G),

concluímos queω(G) = a(G), como queríamos. �

Pela Proposição 4.3.1, temos imediatamente que, por exemplo, grupos não abelianos de

ordempq, com p e q primos distintos,p < q e q ≡ 1(modp), são tais queω(G) = a(G).
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De fato, temos que qualquer subgrupo próprio deG tem ordemp,q ou 1. Assim, sex é um

elemento não central deG, CG(x) é um subgrupo próprio deG. Assim,CG(x) tem ordemp,q

ou 1, entãoCG(x) é cíclico e portanto abeliano. Logo, pela Proposição 4.3.1, concluímos que

ω(G) = a(G).

Notamos que a condição de todos os centralizadores de elementos não centrais serem

abelianos não é necessária para termosω(G) = a(G). De fato, considereS4 o grupo si-

métrico de grau 4. Lembramos queS4 não é abeliano. Dado, por exemplo, o elemento

x = (12)(34) emS4, temos queCS4(x) = 〈(12), (13)(24), (34)〉. Agora temos, por exem-

plo, que (34)(13)(24)= (1324) e (13)(24)(34)= (1423), então os elementos (34) e (13)(24)

de CS4(x) não comutam, portantoCS4(x) não é abeliano. Vamos mostrar que mesmo as-

sim ω(S4) = a(S4). Observamos queS4 pode ser coberto pelos seguintes dez subgrupos

abelianos:

A1 = 〈(1234)〉, A2 = 〈(1324)〉, A3 = 〈(1243)〉, A4 = 〈(123)〉, A5 = 〈(124)〉, A6 = 〈(134)〉,

A7 = 〈(234)〉, A8 = {(12), (34), (12)(34),1}, A9 = {(13), (24), (13)(24),1},

A10 = {(14), (23), (14)(23),1}.

Notamos que os subgruposAi para 1 ≤ i ≤ 10 possuem interseção trivial dois a dois,

então a cobertura deS4 formada por eles é irredundante. Assim, temos quea(S4) ≤ 10

e comoω(S4) ≤ a(S4) temos queω(S4) ≤ 10. Também é possível ver que o conjunto

X = {(1234), (1324), (1243), (123), (124), (134), (234), (12), (13), (14)} é um clique deΓ(S4)

de tamanho 10. Assim,ω(S4) ≥ 10. Logoa(S4) = ω(S4) = 10.

A seguir estaremos interessados em achar cotas superiores paraa(G) em termos deω(G).

O próximo resultado pode ser encontrado em [3], porém é um resultado devido a I.M. Isaacs

e comunicado a E.A. Bertram por meio de correspondência privada.

Teorema 4.3.2. Defina a função f indutivamente da seguinte forma: f(1) = 1 e f(n) =

n+
(

n
2

)

f (n− 1). Se G é um grupo tal queω(G) é finito, então a(G) ≤ f (ω(G)); em particular,

a(G) é finito.

Demonstração. Denotaremosω(G) apenas porω. Sejamx e y elementos deG que não

comutam e{c1, . . . , cω} elementos deCG(x)∩CG(y). Note que sex fosse igual aciy entãoy e

x comutariam, um absurdo. Então, o conjunto{x, c1y, . . . , cωy} tem tamanhoω+1 e portanto

pelo menos dois elementos dele comutam. Comox não comuta comy e cadaci comuta com

x e y, para todo 1≤ i ≤ ω, temos quex não comuta comciy, para todo 1≤ i ≤ ω. Assim,

existemciy ecjy, com 1≤ i, j ≤ ω e i , j, tais queciy ecjy comutam. Como cadaci comuta

comy, temos

1 = [ciy, cjy] = [ci , cj],
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logo ci e cj comutam. Mostramos que dados quaisquerω elementos deCG(x) ∩ CG(y),

pelo menos dois deles comutam, ou seja,ω(CG(x) ∩ CG(y)) < ω(G) sempre quex e y não

comutam.

Agora, sejaX = {x1, . . . , xω} um conjunto de elementos que não comutam dois a dois e

parak , j chamamos

Bjk = CG(xj) ∩CG(xk).

Comoxk e xj não comutam, estamos na situação anterior e portantoω(Bjk) < ω(G). Vamos

usar indução sobreω para mostrar o resultado. Primeiro note que seω(G) = 1, temos que

G é abeliano, entãoω(G) = 1 = a(G) = f (1) = f (ω(G)), então o resultado é óbvio. Agora,

suponha queω(G) > 1. Por indução, comoω(Bjk) < ω(G) temos que o resultado vale para

Bjk, isto é,a(Bjk) ≤ f (ω(Bjk)). Mas comoω(Bjk) < ω(G), temos queω(Bjk) ≤ ω(G)−1 pois

ambos são números inteiros positivos. Assim, como por definição f é uma função monótona,

temos

a(Bjk) ≤ f (ω(Bjk)) ≤ f (ω − 1), (4.3.3)

ou seja,Bjk pode ser coberto por no máximof (ω − 1) subgrupos abelianos. Agora, seja

Aj = CG(xj) \∪k, jBjk. Dado qualquer elementog emG, temos queg comuta com algumxj,

para 1≤ j ≤ ω, pois caso contrárioX ∪ {g} seria um clique de tamanhoω + 1, um absurdo.

Logo,G =∪ω

j=1CG(xj) e temos que

G =∪ω

j=1

(

〈Aj〉 ∪
(

∪k, jBjk

))

.

Assim, comoa(Bjk) ≤ f (ω − 1), se provarmos que cada〈Aj〉 é abeliano, teremos que a

menor cobertura minimal por subgrupos abelianos deG tem no máximoω +
(

ω

2

)

f (ω − 1) =

f (ω) subgrupos abelianos, como queríamos.

Vamos provar agora que cada〈Aj〉 é abeliano. Sejamu e v elementos quaisquer do

conjunto Aj. Se u comutasse comxi para algumi , j e 1 ≤ i ≤ ω, teríamos queu

está emBji = CG(xi) ∩ CG(xj), um absurdo poisAj = CG(xj) \ ∪k, jBjk. Assim, L =

{x1, . . . , xj−1,u, xj+1, . . . , xω} é um clique de tamanhoω. Então,v comuta com algum ele-

mento deL. Pelo mesmo argumento que fizemos parau, temos quev não pode comutar com

nenhumxi parai , j, entãov comuta comu e portanto〈Aj〉 é abeliano para todo 1≤ j ≤ ω,

como queríamos. �Notamos que, em geral, por definição da funçãof temos quef (n) ≤ (n!)2. Vamos

mostrar por indução sobren. Sen = 1, temos quef (1) = 1 = 1!2. Vamos mostrar que o

resultado vale paran > 1. Temos quef (n) = n+
(

n
2

)

f (n− 1) ≤ n+
(

n
2

)

(n− 1)!2. Mas como
(

n
2

)

= n(n− 1)/2, temos que

f (n) ≤ n+
n!(n− 1)(n− 1)!

2
= n+

n![n! − (n− 1)!]
2

= n+
n!2 − n!(n− 1)!

2

=
n!2(−n!(n− 1)! + 2n)

2
.
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Mas como paran > 1 temos quen!(n− 1)! ≥ 2n, temos que

f (n) ≤
n!2(−n!(n− 1)! + 2n)

2
≤

n!2

2
< n!2.

Então, pelo Teorema 4.3.2 e pela observação anterior, temosque em geral

a(G) ≤ f (ω(G)) < (ω(G)!)2. (4.3.4)

Resumindo as informações encontradas nas seções anteriores, temos que

ω(G) ≤ a(G) ≤ [G : Z(G)] ≤ cω(G),

parac uma constante. Notemos que usando o resultado obtido por Pyber para o índice

[G : Z(G)] é possível melhorar a cota dea(G) obtida no Teorema 4.3.2. A igualdade entre

as três quantidades vale somente quandoω(G) = [G : Z(G)], o que já vimos ser pouco

interessante pois só é possível quando [G : Z(G)] = 1.

4.4 Relacionando ω e |G| em um grupo finito
Nesta seção vamos considerarG um grupo finito. A relação que existe entre a cardina-

lidade deG e o índice [G : Z(G)] é clara pelo Teorema de Lagrange. Por outro lado, pelo

resultado de D. R. Mason [16], sabemos quea(G) ≤ |G|/2+ 1. Agora queremos relacionar

o tamanho do maior clique deΓ(G), isto é,ω, com a ordem do grupoG. Claramente usando

o resultado de D. R. Mason e a relação entrea(G) eω(G) temos queω(G) ≤ |G|/2 + 1. A

próxima proposição dá algumas informações mais detalhadassobre uma cota inferior para

ω(G) em função da cardinalidade do grupo, impondo certas condições sobre o grupoG.

Proposição 4.4.1. Seja G um grupo finito não abeliano e p qualquer número primo que

divide a ordem de G. Se existe um elemento x em G tal que|CG(x)| = p, então temos que

ω(G) ≥ [| G |1/3], onde[y] é o maior inteiro menor ou igual a y.

Demonstração. Sejax o elemento deG tal que|CG(x)| = p e P = 〈x〉 o subgrupo cíclico

de ordemp gerado porx. Notamos queCG(P) = P. SejaS um p-subgrupo de Sylow de

G com P contido emS. Então, comoZ(S) é não trivial e está contido emP, temos que

Z(S) = P e portanto, comoCG(P) = P, temos queS = P. PortantoP é ump-Sylow deG,

ou seja,p2 não divide a ordem deG. Também temos pelo "TeoremaN/C" [23, 1.6.13] que

NG(P)/CG(P) é isomorfo a um subgrupo deAut(P), que por sua vez é isomorfo aCp−1, pois

p é primo. Portanto temos que|G| = pme, ondem = [G : NG(P)] e e = [NG(P) : P], com

e um divisor dep − 1. Temos também quem é o número de conjugadosPx de P. Agora,

dados{x1, . . . , xm} quaisquerm elementos distintos e não triviais, um em cada conjugado de

P, temos que eles não comutam dois a dois. De fato, comoCG(Px) = CG(P)x = Px, dois

elementos só comutam se estiverem no mesmo conjugado deP. Assim, {x1, . . . , xm} é um
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clique deΓ(G), ou seja,

ω(G) ≥ m.

Suponha por absurdo queω(G)3 < |G|. Entãom3 ≤ ω(G)3 < |G|, ou sejam3 < |G|. Como

|G| = pme, temos quem2 < pe. Mas comoe é um divisor dep − 1, em particulare < p e

assimm2 < p2. Comop e m são inteiros positivos, temos quem < p. Temos também por

Teoria de Sylow quem= [G : NG(P)] ≡ 1(modp) e comom< p, temos quem= 1 e portanto

P é um subgrupo normal emG. Masp < pme= pe< p2, logo p < |G| < p2 e como o grupo

G/P tem a mesma cardinalidade do seu subgrupoNG(P)/P, temos queG/P = NG(P)/P.

ComoNG(P)/P é isomorfo a um subgrupo deCp−1, em particularG/P é cíclico.

Agora sejaq < p um primo que dividee e Q um subgrupo deG de ordemq (existe

pela Proposição 1.0.4). Vamos mostrar quex não normalizaQ. Suponha por absurdo que

Qx = Q. Assim, para todoy em Q, os elementos (x−1y−1x)y = x−1(y−1xy) estão emQ ∩ P,

poisP é normal. Mas comoP e Q são cíclicos de ordem prima, com primos distintos, logo

Q∩ P = 1. Entãoy está emCG(x) = CG(P) = P. Escolhendoy não trivial emQ, temos um

absurdo poisQ ∩ P = 1. Isso mostra quep não divide|NG(Q)|, pois caso contrário, como

o único subgrupo de ordemp é P, teríamos queP ⊆ NG(Q), e x normalizariaQ, o que já

vimos ser um absurdo. Comop divide a ordem deG e p não divide|NG(Q)|, temos que

p divide [G : NG(Q)], isto é,Q tem pelo menosp conjugados emG, digamosQ1, . . . ,Qp,

com Qi = 〈xi〉. Se xi e xj são distintos e comutam, entãoH = 〈xi , xj〉 é abeliano. Mas

comoxj não pertence a〈xi〉, pois os conjugados se interceptam trivialmente, temos queH é

o produto direto de〈xi〉 e 〈xj〉, portantoH tem ordemq2 e não é cíclico. Pela ordem temos

queH ∩ P = 1, entãoH é isomorfo aHP/P, que é subgrupo deG/P. SendoG/P cíclico,H

também seria cíclico, uma contradição. Se osxi não comutam dois a dois, para 1≤ i ≤ p,

temos queω(G) ≥ p > m. Logo,ω(G)3 > m3 > |G|, um absurdo. Portanto,ω(G)3 < |G| não

pode acontecer e o resultado segue.

�

Notamos que a demonstração anterior é devida a I. M. Isaacs. AProposição 4.4.1 tam-

bém pode ser obtida como corolário do seguinte teorema mais geral:

Teorema 4.4.2. Seja G um grupo finito que contém um subgrupo próprio M tal que para

todo x em M− {1}, temos que CG(x) ⊆ M. Entãoω(G) ≥ [|G|1/3], onde[r] é o maior inteiro

menor ou igual a r.

Os detalhes da demonstração do Teorema 4.4.2 podem ser encontrados em [3]. Aqui

só queríamos destacar que uma das ferramentas na demonstração é o seguinte resultado de

Teoria de Grafos devido a V. K. Wei [15]:

Teorema 4.4.3. SejamΓ um grafo finito e simples, e d(v) o grau de um vértice v emΓ.

Então,

ω(Γ) ≥
∑

v∈V(Γ)

1
(d(v) + 1)

,
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e a igualdade é válida se, e somente seΓ é a união de subgrafos induzidos por cliques

disjuntos de cardinalidade maximal.

Como exemplo do resultado na Proposição 4.4.1, considereG um grupo não abeliano

de ordempq, com p < q com p e q primos. Temos queG tem um elemento de ordem

p, isto é, existex tal queN = 〈x〉 tem ordemp. Então, comoN está contido emCG(x),

temos queCG(x) tem ordemp ou pq. SeCG(x) tem ordempq, então temos quex está no

centro deG e portantoN é um subgrupo normal deG, um absurdo, pois comop < q, temos

que existe um subgrupoM de ordemq que é normal, pelo Teorema de Sylow. Então, seN

também for normal, comoG = MN e N ∩ M é trivial, temos queG é o produto direto de

dois subgrupos abelianos, portantoG também seria abeliano. Assim, temos que a ordem de

CG(x) é necessariamentep e pela Proposição 4.4.1, temos queω(G) ≥ [(pq)1/3].

Considere o grupo de ordem 3· 7 = 21 dado porG = C7 ⋊ C3 = 〈 f2, f1〉. Já vimos,

como consequência da Proposição 4.3.1, quea(G) = ω(G). O grafo não comutativo deG

está representado na Figura 4.4.1 abaixo.

Figura 4.4.1. Grafo não-comutativo deG = C7 ⋊C3

O subgrafo ressaltado em vermelho é o subgrafo induzido peloclique de tamanho maxi-

mal

X = { f1, f2, f1 f2, f1
2 f2, f1 f2

2, f1 f2
4, f1

2 f2
4, f1

2 f2
2},

encontrado através do comandoFindClique[g] no programa Mathematica, isto é,ω(G) =

8. Denotando porX = {x1, . . . , x8} os elementos do clique, temos pela demonstração da

Proposição 4.3.1, queG = ∪8
i=1CG(xi) e essa é uma cobertura irredundante por subgrupos

abelianos. Pela Proposição 4.4.1 e pelo resultado de Mason (4.3.2), como [(3· 7)1/3] = 2,

temos que 2≤ ω(G) = a(G) ≤ 11. De fato, analisando o grafo não-comutativo deG, temos

queω(G) = a(G) = 8.



Capítulo 5

Grupos extraespeciais

Neste capítulo vamos definir a classe dosp-grupos extraespeciais de ordemp2a+1, caracteri-

zar esse grupos como produto central de subgrupos de ordemp3, analisar as relações entre

ω(G), a(G) e [G : Z(G)] para essa família de grupos. Para as definições e resultados básicos

sobre grupos extraespeciais teremos como referência o livro Group Theory, [25, Vol. I e II],

de M. Suzuki.

5.1 Produto Central
Definição 5.1.1. SejamG um grupo eH e K dois subgrupos deG. Dizemos queG é o

produto central(interno) deH e K, denotado porH ∗ K ( e às vezes também porH ◦ K), se

[H,K] = 1 eG = HK.

Vamos agora observar algumas consequências da definição de produto central.

Teorema 5.1.2. Sejam G um grupo e H e K dois subgrupos de G. Se G= H ∗ K e

D = H ∩ K, então temos que:

(i) H e K são subgrupos normais em G;

(ii) D está contido em Z(H) e em Z(K);

(iii) Existe um homomorfismo sobrejetor do produto direto H× K em G. Seja H1 um grupo

isomorfo a H via t: H → H1 e K1 um grupo isomorfo a K via k: K → K1. Seja

G1 = H1 × K1, então a função f: D → G1 definida como f(x) = (t(x), k(x)−1) define

um isomorfismo entre D e algum subgrupo de Z(G1). Se Z denota a imagem desse

isomorfismo, então G1/Z é isomorfo a G.

Demonstração.

(i) Como [H,K] = 1, temos queK está emCG(H), que por sua vez é sempre subgrupo de

NG(H). Então, comoH também é sempre subgrupo deNG(H), temos queK,H estão em

NG(H). ComoG = HK, e em particularK está emNG(K) temos queK é um subgrupo

normal deG. Analogamente, temos queH é normal emG, como queríamos.

(ii) Como observamos em (i), temos queK está emCG(H) , logo D = H ∩ K está contido

emH ∩CG(H) = Z(H). De forma análoga, temos queD está contido emZ(K).

52
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(iii) Pelas propriedades de produto direto temos queZ(G1) = Z(H1)×Z(K1). Vamos mostrar

que f define um homomorfismo injetor entre. De fato, sex pertence a Kerf , então

t(x) = 1, mas comok é um isomorfismo, temos quex = 1, então f é uma função

injetora. Agora vamos mostrar que Imf está contido emZ(G1). Sejamx em D e

(t(x), k(x)−1) em Imf . Temos quet(x) está emZ(H1), pois dadoy elemento deH1,

temos que existeh emH tal quey = t(h). ComoD está emZ(H), temos quex está em

Z(H). Logo

yt(x) = t(hx) = t(xh) = t(x)y,

e portantot(x) está emZ(H1). Analogamente,k(x)−1 = k(x−1) está emZ(K1). Como

Z(G1) = Z(H1) × Z(K1), temos que (t(x), k(x)−1) está emZ(G1).

Agora definimosg : G1 → G da seguinte forma: dado (h1, k1) em G1, existem

únicosh ek tais que (h1, k1) = (t(h), k(k)). Então,g((h1, k1)) = hkeg está bem definida.

Também temos queg é um homomorfismo, pois (hh′)(kk′) = (hk)(h′k′), parah,h′ em

H e k, k′ em K, pois [H,K] = 1. Note queg é sobrejetora, pois dadosg um elemento

emG, temos queg = hk. Assim,g((t(h), k(k)) = g.

Falta mostrar que Kerg = Z =Im f . De fato, seja (t(h), k(k)) um elemento de Kerg,

temos queh = k−1, isto é,h está emD. Assim, f (h) = (t(h), k(h−1)) = (t(h), k(k)), então

Kerg está contido emZ. Por outro lado, sejax emD e (t(x), k(x−1)) um elemento deZ.

Então, f ((t(x), k(x−1))) = 1, então Kerg = Z. Portanto, pelo Teorema de Isomorfismo,

temos queG1/Z é isomorfo aG, como queríamos.

�

Podemos também construir o produto central"externo"de dois grupos quaisquer. Sejam

H e K dois grupos, e suponha queD1, um subgrupo deZ(H), é isomorfo aD2, um subgrupo

deZ(K). O resultado a seguir descreve o produto central deH comK.

Teorema 5.1.3. Sejam H1 e K1 dois grupos, e D1 um subgrupo de Z(H1). Suponha adi-

cionalmente que um isomorfismoϕ entre D1 e um subgrupo de Z(K1) é dado. O subconjunto

Z do produto direto H1 × K1 consistindo dos elementos da forma(x, ϕ(x−1)), onde x está em

D1, é um subgrupo de Z(H1 × K1). O grupo(H1 × K1)/Z é o produto central de H= H1Z/Z

e K = K1Z/Z. Temos que H é isomorfo a H1 e K é isomorfo a K1, e o subgrupo D1Z/Z de H

é identificado com o subgrupoϕ(D1)Z/Z de K via o isomorfismōϕ induzido porϕ.

Notamos que em geral a estrutura do produto central não depende apenas da estrutura

dos fatoresH e K, mas também do isomorfismoϕ (Veja [25, Vol. I, Chapter 4, Central

Products, Exercise 5]). O produto central de mais de grupos pode ser definido de maneira

similar. Suponha queH1, . . . ,Hn são subgrupos de um grupoG tais queHi e H j comutam

elemento a elemento parai , j e G = H1 · · ·Hn. Nesse caso, dizemos queG é o produto

central "interno" deH1, . . . ,Hn. Em particular, o seguinte resultado vale.
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Teorema 5.1.4. Seja G o produto central de H1, . . . ,Hn. Então, a função definida por

(h1, . . . ,hn) 7→ h1 · · · hn

é um homomorfismo sobrejetor do produto direto H1 × · · · × Hn em G. O kernel desse

homomorfismo é um subgrupo do centro do produto direto.

5.2 p-grupos Extraespeciais
Definição 5.2.1. Sejaφ(G) o subgrupo de Frattini deG. Um p-grupo finitoG é dito

p-grupo extraespecial se

φ(G) = Z(G) = G′ e |Z(G)| = p.

Por exemplo, temos que os gruposQ8, grupos dos quatérnios de ordem 8 eD8, grupo

diedral de ordem 8 são 2-grupos extraespeciais. Primeiro, sabemos queZ(Q8) = {1,−1},

Q′8 = 〈[i, j]〉 = {1,−1} e como os subgrupos maximais deQ8 são{1,−1, i,−i}, {1,−1, j,− j}

e {1,−1, k,−k}, temos queφ(Q8) = {1,−1}. Também temos que|Z(Q8)| = 2, entãoQ8 é

um 2-grupo extrespecial. ParaD8, temos queZ(D8) = {1, ρ2}, D′8 = 〈[ρ, τ]〉 = {1, ρ
2} e por

último, 〈ρ〉, 〈ρ2, τ〉 e 〈ρ3τ, ρτ〉 são os subgrupos maximais deD8 e a interseção deles é{1, ρ2}.

Também temos que|Z(D8)| = 2, entãoD8 também é um 2-grupo extraespecial.

Definimos agora osp-gruposM(p3) e E(p3) de ordemp3, parap ≥ 3, da seguinte forma:

M(p3) = 〈x, y | xp2
= yp = 1, xy = x1+p〉,

E(p3) = 〈x, y | xp = yp = [x, y]p = 1, [x, y] ∈ Z(E(p3))〉

Notamos que o grupoE(p3) tem expoentepe o grupoM(p3) tem expoentep2. O próximo

teorema caracteriza os grupos não-abelianos de ordemp3.

Teorema 5.2.2. Um p-grupo G não-abeliano de ordem p3 é isomorfo a um dos seguintes

grupos:

(i) Se p= 2, então G é isomorfo a D8 ou Q8.

(ii) Se p> 2, então G é isomorfo a M(p3) ou E(p3).

Os detalhes do resultado anterior podem ser encontrados em [25, Theorem 4.13]. O

teorema a seguir pode ser encontrado em [25, Theorem 4.18, Vol.II] e caracterizap-grupos

extraespeciais como produto central de cópias dos gruposM(p3) e E(p3), ou deD8 e Q8 da

seguinte maneira:

Teorema 5.2.3. Um p-grupo extraespecial é o produto central de grupos de ordem p3.

Mais precisamente, temos que se G é um p-grupo extraespecial, então |G| = p2a+1 para

algum inteiro positivo a e um dos seguintes casos acontece:

(i) Se exp(G) = p, então p> 2 e G é o produto central de a cópias de grupos isomorfos a

E(p3);
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(ii) Se exp(G) = p2 e p > 2 então G é o produto central de M(p3) e (a − 1) cópias de

grupos isomorfos a E(p3);

(iii) Se p = 2, ou G é produto central de a cópias de D8 ou G é produto central de Q8 e

(a− 1) cópias de D8.

Em cada caso, a estrutura do produto central é unicamente determinada pela estrutura

dos fatores.

Agora vamos mostrar um resultado básico parap-grupos extraespeciais de ordemp2a+1.

Lema 5.2.4. Seja G um grupo extraespecial de ordem p2a+1. Então para x em G\ Z(G),

temos que Cl(x) tem tamanho p e CG(x) é um subgrupo maximal de G.

Demonstração. Temos que dadoxy um elemento deCl(x), podemos escrever

xy = xyx−1x = [y, x−1]x,

portantoCl(x) está contido no conjuntoG′x. Assim, como|G′x| = p e a cardinalidade de

Cl(x) divide a ordem deG, temos queCl(x) tem cardinalidade 1 oup. Mas comox está em

G \ Z(G), temos que|Cl(x)| > 1 e portanto|Cl(x)| = p. Pela equação das classes (Teorema

1.0.7), temos que [G : CG(x)] = |Cl(x)| = p. EntãoCG(x) = p2a, entãoCG(x) é um subgrupo

maximal deG.

�

Uma consequência da demonstração do Lema 5.2.4 é que seG é um p-grupo extra-

especial de ordemp2a+1, entãoΓ(G) é um grafo regular. De fato, temos quedΓ(G)(x) =

|G \CG(x)| = p2a+1 − p2a = p2a(p− 1), isto é,dΓ(G)(x) é o mesmo para todox emV(Γ(G)).

A seguir vamos analisar os indicadoresω(G) ea(G) parap-grupos extraespeciais. Como

vimos na Proposição 4.3.1 uma condição suficiente para queω(G) = a(G) é que todos os

centralizadores dos elementos não centrais sejam abelianos. De fatop-grupos extraespeciais

de ordemp3 satisfazem essa condição, como mostrado na seguinte proposição.

Proposição 5.2.5. Se G é um p-grupo extraespecial de ordem p3, entãoω(G) = a(G).

Demonstração. Vamos mostrar que todos os elementos não centrais deG têm centraliza-

dores abelianos. De fato, sejax um elemento deG\Z(G). Pelo Lema 5.2.4, temos queCl(x)

tem tamanhop e portantoCG(x) tem cardinalidadep2, já quea = 1. Comop é primo e todo

grupo de ordemp2 é abeliano, temos queCG(x) é abeliano. Portanto, aplicando a Proposição

4.3.1 temos queω(G) = a(G), como queríamos. �

Para ump-grupo extraespecial de ordemp2a+1, coma > 1 não é possível usar a Propo-

sição 4.3.1 da forma que fizemos para grupos de ordemp3, pois nenhum centralizador de

elementos não centrais é abeliano. De fato, por [2, Theorem 4.7, Proof(d)], nenhum sub-

grupo abeliano tem índice menor quepa em um p-grupo extraespecial, então pelo Lema
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5.2.4 como o índice deCG(x) é p, parax um elemento não central, e comoa > 1, temos que

CG(x) não é abeliano.

Notamos que a Proposição 5.2.5 acima, em particular, vale para D8 e Q8, quando con-

sideramos parap = 2. Para esses dois grupos existe uma maneira direta de verificar que

ω(G) = a(G) sem utilizar a Proposição 5.2.5. Já mencionamos algumas vezes queω(D8) = 3.

Temos que o grafos não comutativos deD8 e deQ8 são isomorfos e portantoω(Q8) = 3. Va-

mos explicitar uma cobertura irredundante paraD8 e Q8 de tamanho 3. SejamA1 = 〈ρ〉,

A2 = 〈ρ
2, τ〉, A3 = 〈ρτ ρ

3τ〉. Então,D8 = A1 ∪ A2 ∪ A3 e essa cobertura é irredundante, logo

a(G) ≤ 3. Mas comoω(G) ≤ a(G), temos quea(G) ≥ 3 e portantoa(G) = 3 = ω(G). Para

Q8, consideramos os subgruposB1 = 〈i〉, B2 = 〈 j〉, B3 = 〈k〉. Assim,Q8 = B1 ∪ B2 ∪ B3 e

pelo mesmo argumento que fizemos paraD8, temosa(G) = 3 = ω(G).

Considerando 2-grupos extraespeciais de ordem 22a+1 em geral, um resultado devido a I.

M. Issacs garante quea(G) ≥ 2a + 1, ω(G) = 2a + 1 e [G : Z(G)] = 22a. Primeiro vamos

demonstrar um lema que será útil na prova do resultado mencionado antes.

Lema 5.2.6.Sejam G um p-grupo extraespecial e x e y elementos de G, tais que [x, y] , 1.

O subgrupo〈x, y〉 gerado por x e y é um p-grupo extraespecial de ordem p3.

Demonstração. SejaE = 〈x, y〉. Como [x, y] é não trivial e pertence aG′ ∩ E, temos que

G′ ∩ E = G′, poisG′ tem ordemp. Assim,G′ está contido emE. Temos, pelo Teorema da

Base de Burnside [23, 5.2.5], queG/Φ(G) é um espaço vetorial sobre um corpo de ordem

p. ComoΦ(G) = G′ = Z(G), temos que a imagem deE no espaço vetorialG/Φ(G) é um

grupo abeliano. Assim, temos quexΦ(G) e yΦ(G) geram um subspaço de dimensão 2, logo

E tem ordemp3. Como já vimos,E/Z(G) é abeliano elementar do tipo (p, p) e Z(G) é um

subgrupo de ordemp. Então, comoE não é um grupo abeliano, temos por [25, 4.16(c), Vol.

II] que E é extraespecial de ordemp3. �

Teorema 5.2.7. Seja G um2-grupo extraespecial de ordem22a+1. Então

(i) [G : Z(G)] = 22a;

(ii) ω(G) = 2a+ 1;

(iii) a (G) ≥ 2a + 1.

Demonstração. (i) É claro poisZ(G) tem ordem 2.

(ii) Para a prova deste item seguimos as observações de E. Yalçin em [27]. Suponha que

G seja o produto central deH1, . . . ,Ha grupos ondeHi é isomorfo aQ8 e D8. Suponha

queHi são gerados porai e bi para cada 1≤ i ≤ a. Sabemos que existe uma cópia

isomorfa aHi no produto central deH1, . . . ,Ha, então vamos usar a mesma notaçãoai

ebi para a imagem isomorfa desses elementos no produto central.

SejaX1 = {a1,b1 a1b1}, definimos indutivamenteXn = {an,bn}∪anbnXn−1 paran ≥ 2

um conjunto de cardinalidade 2n+ 1. Notamos primeiro que〈ai ,bi〉 e 〈aj ,bj〉 comutam

elemento a elemento parai , j por definição de produto central. Temos queX1 é um
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conjunto de elementos que não comutam dois a dois, pois são osgeradores de uma

cópia deD8 ou Q8. Vamos mostrar queXn é um clique deΓ(G) por indução. Temos

queX1 é um clique deΓ(G) se|G| = 23. Suponha queXn−1 também seja um clique para

n > 1. ComoXn = {an,bn} ∪ anbnXn−1, vamos ver que seus elementos não comutam

dois a dois. De fato, nenhum dos elementos deXn−1 comutam dois a dois e todos os

elementos deXn−1 comutam coman e bn, portanto, parax e y elementos distintos de

Xn−1 temos que

[anbnx,anbny] = [x, y] , 1

[an,anbny] = [an,bn] , 1

[bn,anbny] = [bn,an] , 1,

isto é,Xn é um clique deΓ(G). Assim,Xa é um clique deΓ(G) de cardinalidade 2a+ 1.

Agora vamos mostrar por indução que não há clique com cardinalidade maior que

2a + 1. Paraa = 1, temos queG tem ordem 23, assimG é isomorfo aD8 ou Q8,

e portanto um clique tem tamanho no máximo 3. Agora sea > 1, X = {x, y, . . .}

um clique deΓ(G). Temos pelo Lema 5.2.6, que〈x, y〉 é um 2-grupo extraespecial

de ordem 23. Pelo resultado [25, 4.17, Vol.II], temos queG = 〈x, y〉 ∗ CG(〈x, y〉) e

pela demonstração do Teorema 5.2.3 em [25, 4.16], temos também queCG(〈x, y〉) é um

2-grupo extraespecial. Então, concluímos queCG(〈x, y〉) tem ordem 22a−1 e portanto

[G : CG(〈x, y〉)] = 4. Como os elementos deX \ {x, y} não comutam comx e y,

temos que eles pertencem a classe lateralxyCG(〈x, y〉). Agora sejaz1 e z2 elementos

de X \ {x, y}, entãoz1 = xyw1 e z2 = xyw2 comw1 e w2 emCG(〈x, y〉). Comoz1 e z2

não comutam entre si , temos quew1 e w2 também não comutam. Assim, do conjunto

X \ {x, y} obtemos um clique deCG(〈x, y〉) de tamanho|X| −2. Por hipótese de indução,

temos que|X| − 2 ≤ 2a− 1, então temos que|X| ≤ 2a+ 1, como queríamos.

(iii) Suponha queG = ∪s
i=1Ai é uma cobertura irredundante de tamanho minimal por sub-

grupos abelianos, isto é,s = a(G). SeZ(G) não está contido em algumAi, pode-

mos substituí-lo pelo subgrupo abeliano〈Ai , t〉, ondeZ(G) = 〈t〉. Desta forma, defi-

nimos Bi = Ai, seZ(G) está emAi, e Bi = 〈Ai , t〉, seZ(G) não está emAi. Temos

queG = ∪s
i=1Bi é uma cobertura irredundante por subgrupos abelianos de tamanho

s= a(G), pela minimalidade dea(G). Portanto temos queZ(G) está contido emBi para

todo i. Por [2, Theorem 4.7, Proof(d)], nenhum subgrupo abeliano tem índice menor

que 2a, temos que osBi tem ordem no máximo 2a+1. ComoZ(G) tem ordem 2, temos

que cadaAi é a união de no máximo 2a − 1 classes não triviais deZ(G). Assim, como

G =∪s
i=1Bi temos queG pode ser coberto por no máximos(2a − 1) classes não triviais

deZ(G). Por outro lado, como [G : Z(G)] = 22a, temos que o número de classes não

triviais deZ(G) emG é 22a − 1, isto é,s(2a − 1) ≥ 22a − 1, ou seja,s ≥ 2a + 1, como

queríamos. Comos= a(G), temos o nosso resultado.
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Como consequência do Teorema 5.2.7, seG é um 2-grupo extraespecial de ordem 22a+1

e a > 2, entãoω(G) é estritamente menor quea(G), pois paraa > 2 temos que 2a + 1 <

2a + 1. Paraa = 1, vimos queω(G) = a(G). Os únicos 2-grupos extraespeciais que faltam

ser analisados são os coma = 2, isto é, de ordem 25. De fato, para ambas as classes de

isomorfismo descritas no Teorema 5.2.3, temos pelo Teorema 5.2.7 queω(G) = 5. Agora,

utilizando o programa GAP achamos uma cobertura de abelianos deG de tamanho 5, isto é,

ω(G) = 5 = a(G). Para isso, de todos os subgrupos deG, filtramos os subgrupos abelianos

de ordem maximal, isto é, de ordem 22+1 = 8. Assim, através da lista obtida, analisamos

as interseções desses subgrupos e escolhemos os de menor interseção. Após alguns testes

obtivemos uma cobertura de tamanho 5 de subgrupos de tamanho8.

Em geral, parap-grupos extraespeciais não é imediato encontrar o valor deω(G). No

artigo On non-commuting sets in an extraspecial p-group, [6], A. Y. M. Chin encontrou

valores exatos deω(G) parap-grupos extraespeciais de ordemp3 com p , 2, e encontrou

cotas inferiores e superiores paraω(G) quandoG é ump-grupo extraespecial de ordemp2a+1

com p , 2 e a > 1. Quando não temos o valor dea(G), a melhor cota que conseguimos

até agora paraω(G) éω(G) ≤ [G : Z(G)]. O resultado a seguir, apesar de não depender de

[G : Z(G)] é melhor do que nossa cota anterior, como vamos observar.

Teorema 5.2.8.Seja G um p-grupo extraespecial de ordem p2a+1, com p um primo ímpar.

Então,ω(G) = p+ 1, para a= 1 e para a≥ 2 temos que

ap+ 1 ≤ ω(G) ≤
p(p− 1)a − 2

p− 2
.

A primeira consequência desse teorema é que seG é ump-grupo extraespecial de ordem

p3 comp > 2 temos queω(G) = p+1. Utilizando os programasGAP 4.7.5[7] para calcular

as arestas eWolfram Mathematica 10.0 [17] para plotar e achar um clique maximal em

Γ(G), podemos exibir o grafo não comutativo de um 3-grupo extraespecial de ordem 33 e

expoente 3 gerado porf1, f1 e f3. O programaWolfram Mathematica 10.0 [17], através

do comando”FindClique[g]”, acha o clique maximalX = { f1, f1, f1 f2, f1
2 f2}. Na Figura

5.2.1 temos o clique de tamanho 4 destacado em vermelho.

Agora sejaH um 3-grupo extraespecial de ordem 35, isto é, coma = 2. Para esse grupo,

o Teorema 5.2.8 nos diz que

7 ≤ ω(G) ≤ 10.

Não temos a informação dea(G), então a cota uma forma de estimarω(G) que já conhe-

cemos éω(H) ≤ [H : Z(H)] = 34, ou seja, o Teorema 5.2.8 melhora bastante essa cota

inicial. Esse grafo pode ser calculado e plotado, porém a quantidade de vértices impossi-

bilita uma aparência apresentável. Porém, para esse caso o comando”FindClique[g]”

encontraω(H) = 7.
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Pelo Teorema 5.2.8, temos uma cota superior e inferior paraω(G) parap-grupos extra-

especiais de ordemp2a+1 e p > 2. Note que parap > 2, usando o mesmo argumento que

fizemos no Teorema 5.2.7, é possível observar quea(G) ≥ pa+1 paraG um p-grupo extraes-

pecial de ordemp2a+1. Tendo isso em vista, apesar de termos a cota triviala(G) ≤ [G : Z(G)],

uma problema seria determinar cotas superiores melhores para a(G). Agora, vimos que po-

demos determinar quando 2-grupos extraespeciais de ordem 22a+1 satisfazemω(G) = a(G).

Outro problema interessante em aberto seria caracterizarp-grupos extraespeciais de ordem

p2a+1 tais queω(G) = a(G), p > 2 ea > 1.

Figura 5.2.1. Γ(G), G um 3-grupo extraespec. de ordem 33 e exp. 3



Capítulo 6

Apêndice

6.1 Construção de Γ(G) no GAP
A funçãoNC2 foi construída para o programaGAP 4.7.5, [7], e tem como objetivo re-

tornar a lista de arestas do grafo não-comutativo associadoa um grupoG. A funçãoNC2 é

definida da seguinte forma:

NC2:= function (G)

local V, lati, y, v, temp, r;

V:= Difference( G, Centre(G));

lati:=[];

for v in V do

temp:=Difference(V,[v]);

r:=Filtered(temp, y-> v*y<>y*v);

for y in r do

if not([v,y] in lati) and not([y,v] in lati) then

Add(lati,[v,y]);

fi;

od;

od;

return(lati);

end;

Para exemplificar, sejaG o grupo diedral de ordem 8. Para obter as grafo não-comutativo

deD8, procedemos da seguinte forma:

60
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gap> Read("C:/Users/vinicius/Desktop/NC2.txt");

gap> G:=DihedralGroup(IsPermGroup,8);

Group([ (1,2,3,4), (2,4) ])

gap> NC2(G);

[ [ (2,4), (1,2)(3,4) ], [ (2,4), (1,2,3,4) ], [ (2,4), (1,4,3,2) ],

[ (2,4), (1,4)(2,3) ], [ (1,2)(3,4), (1,2,3,4) ], [ (1,2)(3,4), (1,3) ],

[ (1,2)(3,4), (1,4,3,2) ], [ (1,2,3,4), (1,3) ], [ (1,2,3,4), (1,4)(2,3) ],

[ (1,2)(3,4), (1,3) ], [ (1,2)(3,4), (1,4,3,2) ], [ (1,2,3,4), (1,3) ],

[ (1,2,3,4), (1,4)(2,3) ], [ (1,3), (1,4,3,2) ], [ (1,3), (1,4)(2,3) ],

[ (1,4,3,2), (1,4)(2,3) ] ]

gap>

Dessa forma, se o grupoD8 visto como subgrupo de permutações é gerado por (1234) e

(2,4), a lista acima nos dá os elementos que estão ligados por umaaresta, por exemplo, (24)

e (12)(34) são ligados por uma aresta emΓ(D8).

6.2 Demonstração Teorema 4.2.2
Como vimos no Capítulo 4, temos o seguinte resultado que agora será demonstrado:

Teorema. Sejamα1, . . . , αm mnúmeros reais positivos tais que

1 ≤ α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αm e
j−1
∏

i=1

1
αi
≤

m
∑

i= j

1
αi
,

para 1≤ j ≤ m, então

αm ≤ ym e
m

∏

i=1

αi ≤ ym
2

ondey1 = 1 eyi+1 = yi
2 + yi, quandoi ≥ 1.

Demonstração Teorema 4.2.2. Para 1≤ i ≤ m definaxi =
1
αi

e denotex = (x1, . . . , xm).

Assim, temos, por hipótese, que osxi satisfazem as seguintes relações:

1 ≥ x1 ≥ · · · ≥ xm ≥ 0, (6.2.1)

ϕ j(x) =
m

∑

i= j

xi −

j−1
∏

i=1

xi ≥ 0, para 1≤ j ≤ m. (6.2.2)
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Em geral, ao longo desta demonstração, se os números reaisx1, . . . , xm satisfazem (6.2.1)

e (6.2.2) chamaremosx = (x1, . . . , xm) de vetor solução. Dito isso, queremos achar os vetores

solução que minimizam ouxm ou
∏m

i=1 xi. Definimos então

ξ = infxm, e π = inf
m

∏

i=1

xi ,

onde o ínfimo é tomado sobre todos os vetores solução. Denotaremos o conjunto de veto-

res solução porK. Dadox = (x1, . . . , xm) um vetor emK, sexm = ξ ouπ =
∏m

i=1 xi dizemos

que x é otimizado. Quando for necessário sermos mais específicos,dadox = (x1, . . . , xm)

um vetor emK, sexm = ξ dizemos quex é ξ-otimizado e seπ =
∏m

i=1 xi dizemos quex é

π-otimizado.

Agora vamos mostrar que de fato existem vetores solução otimizados. Primeiro, note que

o conjuntoK de vetores solução é um conjunto compacto deRn. De fato, um vetor é solução

se satisfaz as relações em (6.2.2) e (6.2.1). Vamos denotar por L = {(x1, . . . , xm) ∈ Rn | 1 ≥

x1 ≥ · · · ≥ xm ≥ 0}. Agora, consideramos, para 1≤ j ≤ m, as funçõesϕ j : L→ R e notamos

que, por (6.2.2), o conjuntoK de vetores solução é a interseção das imagens inversas de

ϕ j do intervalo [0,+∞), para 1≤ j ≤ m, ou seja,K = ∩m
j=1ϕ j

−1([0,+∞)). Notemos que

cada funçãoϕ j é contínua. Também temos que o complementar emR do conjunto [0,+∞)

é o conjunto aberto (−∞,0) deR, portanto [0,+∞) é fechado. Como a imagem inversa

por uma função contínua de um conjunto fechado é fechada e a interseção de fechados é

sempre fechada, entãoK = ∩m
j=1ϕ j

−1([0,+∞)) é fechado. Por outro lado,L é limitado e

K ⊆ L portantoK é limitado. Como emRm um conjunto é compacto se, e somente se

ele é fechado e limitado, temos que o conjunto de vetores solução K é compacto emRm,

como queríamos. Agora, consideramos as funçõesf : K → R e g : K → R definidas

por f (x1, . . . , xm) = xm e g(x1, . . . , xm) =
∏m

i=1 xi. Temos quef e g são contínuas eK é

compacto, então pelo Teorema de Weierstrass [10, Corolário 3, p.21]f e g assumem valor

mínimo emK e portanto, existem vetores solução otimizados, como queríamos. A seguir,

vamos determinar esses vetores otimizados.

Sejax = (x1, . . . , xm) um vetor solução. Se uma das coordenadas fosse igual a zero,

digamosxj = 0, por (6.2.1), teríamos quexj+1 = xj+2 = . . . = xm = 0 e assim
∑m

i= j xi = 0.

Portantoϕ j(x) = −
∏ j−1

i=1 xi ≥ 0 e como cadaxi é não negativo, teríamos queϕ j = −
∏ j−1

i=1 xi =

0. Portanto, existiria umxi com 1≤ i ≤ j−1 tal quexi = 0. Pegandoj mínimo, teríamos que

j = 1 e portanto todas as coordenadas dex seriam nulas, e por (6.2.2) paraj = 1 teríamos

um absurdo. Portanto, as coordenadas de qualquer vetor soluçãox = (x1, . . . , xm) são todas

positivas. Assim, como o ínfimo def e g são atingidos emK, temos que, em particular,ξ e

π são ambos positivos.

Agora, consideramos um vetor soluçãox tal que

ϕ1(x) =
m

∑

i=1

xi − 1 > 0.
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Vamos mostrar que, nesse caso,x não pode ser um vetor solução otimizado, em outras pala-

vras, sex é um vetor otimizado, entãoϕ1(x) = 0. Definimos

x′j =
xj

∑m
i=1 xi

j = 1, . . . ,m.

Vamos verificar quex′ = (x′1, . . . , x
′
m) também é um vetor solução. Primeiro, como

xj ≥ xj+1, para 1≤ j ≤ m− 1, e
∑m

i=1 xi > 1, temos que

x′j =
xj

∑m
i=1 xi

≥
xj+1

∑m
i=1 xi

= x′j+1.

Comoxj > 0, para todo 1≤ j ≤ m, poisx é um vetor solução, temos quex′j > 0. Também

temos quexj ≤ 1 para todo 1≤ j ≤ m e portanto

x′j =
xj

∑m
i=1 xi

≤
1

∑m
i=1 xi

< 1,

portanto as relações em (6.2.1) valem para o vetorx′.

Agora, vamos conferir também que as relações em (6.2.2) valem para o vetorx′ =

(x′1, . . . , x
′
m). Para 1≤ j ≤ m, temos que

ϕ j(x
′) =

m
∑

i= j

x′i −
j−1
∏

i=1

x′i =

















m
∑

i= j

xi
∑m

k=1 xk

















−

















j−1
∏

i=1

xi
∑m

k=1 xk

















=

∑m
i= j xi

∑m
k=1 xk

−

∏ j−1
i=1 xi

(∑m
k=1 xk

) j−1
. (6.2.3)

Por (6.2), sej = 1 temos queϕ1(x′) = 0. Se 1< j ≤ m, temos que
(∑m

k=1 xk
) j−2
≥ 1 pois,

por hipótese,ϕ1(x) > 0. Logo,
(∑m

k=1 xk
) j−2

(

∑m
i= j xi

)

≥
(

∑m
i= j xi

)

. Assim,

ϕ j(x
′) =

∑m
i= j xi

∑m
k=1 xk

−

∏ j−1
i=1 xi

(∑m
k=1 xk

) j−1

=

(∑m
k=1 xk

) j−2
(

∑m
i= j xi

)

−
∏ j−1

i=1 xi

(∑m
k=1 xk

) j−1
≥

(

∑m
i= j xi

)

−
∏ j−1

i=1 xi

(∑m
k=1 xk

) j−1
=

ϕ j(x)
(∑m

k=1 xk
) j−1
≥ 0,

pois comox é um vetor solução. Resumindo, vimos que sex é um vetor solução tal

queϕ1(x) > 0, temos quex′ = (x′1, . . . , x
′
m) também é um vetor solução. Mais ainda, como

∑m
i=1 xi > 1, temos quex′j =

x j
∑m

i=1 xi
< xj para 1≤ j ≤ m e em particularx′m < xm e também

∏m
i=1 x′i <

∏m
i=1 xi. Assim, x não pode ser um vetor solução otimizado como queríamos

provar. Logo, sex é qualquer vetor solução otimizado, temos que

ϕ1(x) = 0.
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Agora, como estamos procurando vetores solução otimizados, vamos considerar apenas ve-

tores soluçãox tais queϕ1 = 0, isto é,

m
∑

i=1

xi = 1. (6.2.4)

Para um tal vetorx, escrevemos
∑m

i=1 xi =
∑ j−1

i=1 xi +
∑m

i= j xi e assim temos
∑m

i= j xi =

1−
∑ j−1

i=1 xi. Portanto,

ϕ j(x) = 1−
j−1
∑

i=1

xi −

j−1
∏

i=1

xi j = 2, . . . ,m. (6.2.5)

Então, notamos que cadaϕ j(x), com 2≤ j ≤ m, depende apenas dasj − 1 primeiras coorde-

nadas do vetorx.

Agora, sem = 1, temos que por (6.2.4) existe um único vetor solução otimizado, isto é,

x = x1 = 1. Sem = 2, temos quex1 + x2 = 1 e logo 1− x1 = x2. Assim, por (6.2.5) temos

queϕ2(x) = (1− x1) − x1 = x2 − x1 ≥ 0. Portanto,x2 ≥ x1. Mas por hipótese,x = (x1, x2) é

um vetor solução, então por (6.2.1) temos quex1 ≥ x2 e daí,x1 = x2 =
1
2.

Agora suponhamos quem > 2. Sejax um vetor solução tal quexj−1 = xj para algum

1 < j ≤ m. Então, como 0≤ xi ≤ 1 para 1≤ i ≤ m, temos que

m
∑

i= j

xi ≥ xj = xj−1 ≥

j−1
∏

i=1

xi . (6.2.6)

Notamos que a igualdade acima ocorre se
∑m

i= j xi = xj e xj−1 =
∏ j−1

i=1 xi. Mas como

todas as coordenadas de um vetor solução são positivas, temos que j = m pela primeira

igualdade. Agora, por (6.2.4) param> 2 temos quexi < 1 para todas as coordenadas. Assim,

xj−1 =
∏ j−1

i=1 xi implica que
∏ j−2

i=1 xi = 1 um absurdo. Portanto,j − 1 = 1, ou seja,j = 2 = m.

Mas comom> 2, então 6.2.6 não pode ser uma igualdade, portanto
∑m

i= j xi >
∏ j−1

i=1 xi e assim

ϕ j(x) > 0 sempre quexj−1 = xj, para 2≤ j ≤ m.

Agora assuma quex é um vetor solução tal que

ϕ1(x) = ϕ2(x) = · · · = ϕs−1(x) = 0 e ϕs(x) > 0. (6.2.7)

Denotaremos porp o número de índicesi > s tais quexi = xs e assimp ≥ 0. Temos

que ses+ p < m, entãoxs = xs+1 = . . . = xs+p > xs+p+1. Agora ses+ p = m, temos que

xs = xs+1 = . . . = xs+p = xm. Comoϕ j(x) > 0 sempre quexj−1 = xj, temos que

ϕ j(x) > 0 j = s+ 1, . . . , s+ p. (6.2.8)

Vamos considerar agora o vetorx′ = (x′1, . . . , x
′
m) definido da seguinte maneira:
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x′i =



























xi , sei , {s− 1, s+ p}

xs−1 + ǫ, sei = s− 1

xs+p − ǫ, sei = s+ p

e vamos determinarǫ > 0 de forma quex′ também seja um vetor solução. Primeiro note que

para 1≤ j ≤ s− 1 temos quexi = x′i sempre que 1≤ j ≤ s− 1. Daí, por (6.2.2), temos que
∏ j−1

i=1 xi =
∏ j−1

i=1 x′i e
∑m

i= j xi =
∑m

i= j x′i , poisx′s−1+ x′s+p = xs−1+ xs+p. Então para 1≤ i ≤ j −1

temos queϕ j(x′) = ϕ j(x) = 0, poisϕ1(x) = ϕ2(x) = . . . = ϕs−1(x) = 0.

Se j > s+ p, temos quexi = x′i para j ≤ i ≤ m. Assim,

m
∑

i= j

xi =

m
∑

i= j

x′i .

Agora, observamos que

j−1
∏

i=1

x′i = x1 · · · (xs−1 + ǫ) · · · (xs+p − ǫ) · · · xj =

j−1
∏

i=1

xi
(xs−1 + ǫ)(xs+p − ǫ)

xs−1xs+p

=

j−1
∏

i=1

xi

(

1−
ǫ2

xs−1xs+p
+

ǫ

xs−1
−

ǫ

xs+p

)

.

Logo,

ϕ j(x
′) =

m
∑

i= j

x′i −
j−1
∏

i=1

x′i =
m

∑

i= j

xi −

j−1
∏

i=1

xi

(

1−
ǫ2

xs−1xs+p
+

ǫ

xs−1
−

ǫ

xs+p

)

=

m
∑

i= j

xi −

j−1
∏

i=1

xi +

j−1
∏

i=1

xi

(

ǫ2

xs−1xs+p
−

ǫ

xs−1
+

ǫ

xs+p

)

= ϕ j(x) +
j−1
∏

i=1

xi

(

ǫ2

xs−1xs+p
−

ǫ

xs−1
+

ǫ

xs+p

)

.

Agora, comoxs−1 ≥ xs+p, temos que ǫ

xs+p
− ǫ

xs−1
≥ 0. Temos também queϕ j(x) ≥ 0 então

ϕ j(x′) > 0, quandoj > s+ p.

Por último, ses ≤ j ≤ s+ p, temos por construção queϕs(x) > 0 e por (6.2.8), temos

queϕ j(x) > 0 paras+ 1 ≤ j ≤ s+ p. Agora,

j−1
∏

i=1

x′i = x′1 · · · x
′
j−1 = x1 · · · (xs−1 + ǫ) · · · xj−1 =

j−1
∏

i=1

xi
xs−1 − ǫ

xs−1

=

j−1
∏

i=1

xi

(

1−
ǫ

xs−1

)

.

Também temos que
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m
∑

i= j

x′i = x′j + · · · + x′s+p + · · · + x′m = xj + · · · + (xs+p − ǫ) + · · · + xm =

m
∑

i= j

xi − ǫ.

Portanto,

ϕ j(x
′) =

m
∑

i= j

x′i −
j−1
∏

i=1

x′i =
m

∑

i= j

xi − ǫ −

j−1
∏

i=1

xi +

j−1
∏

i=1

xi

(

ǫ

xs−1

)

= ϕ j(x) + ǫ















∏ j−1
i=1 xi

xs−1
− 1















= ϕ j(x) + ǫAj ,

ondeAj =

∏ j−1
i=1 xi

xs−1
−1.Temos quem> 2 por hipótese,ϕ1(x) = 0 e já notamos quexi < 1,

para 1≤ i ≤ m. Logo, temos queA j < 0 para todos ≤ j ≤ s+ p. Fixando j podemos

escolherǫ tão pequeno quando se queira, neste caso,ǫ ≤
ϕ j (x)
−A j

, pois, como vimos,ϕ j(x) > 0

paras≤ j ≤ s+p. Assim, escolhemosǫ suficientemente pequeno para que sejaǫ ≤
ϕ j (x)
−A j

para

todos≤ j ≤ s+ p. Logo, para esteǫ temos queϕ j(x′) ≥ 0. Portanto, resumindo o argumento

acima para 1≤ j ≤ m, as relações (6.2.2) valem para o vetorx′ definido anteriormente. A

condição (6.2.1) também é válida paraǫ suficientemente pequeno, portantox′ é um vetor

solução, como queríamos.

Agora note quex′m ≤ xm. De fato, ses+ p = m, entãox′m = x′s+p = xs+p − ǫ < xs+p = xm.

Ses+ p < m, entãox′m = xm. Pelo mesmo raciocínio feito antes, temos que

m
∏

i=1

x′i =
m

∏

i=1

xi

(

1+
ǫ

xs−1
−

ǫ

xs+p
−

ǫ2

xs+pxs−1

)

<

m
∏

i=1

xi

pois ǫ

xs−1
− ǫ

xs+p
≤ 0 e − ǫ2

xs+pxs−1
< 0. Portanto, isso mostra que um vetor soluçãox que

satisfaz as condições em (6.2.7) não pode ser um vetorπ-otimizado. Assim, temos que se

x̂ = (x̂1, . . . , x̂m) é π-otimizado, temos queϕ1(x̂) = · · · = ϕm(x̂) = 0. Não é difícil ver que o

mesmo vale para vetoresξ-otimizados. De fato, vimos que paraǫ suficientemente pequena,

os vetoresx′ que satisfazem


























ϕ1(x′) = . . . = ϕs−1(x′) = 0

ϕs(x′) < ϕs(x)

x′m ≤ xm

existem e portanto denotaremos porS o conjunto não vazio desses vetores. Dadox′

um vetor emS, pelo raciocínio anterior é possível acharx′′ emS tal queϕs(x′′) < ϕs(x′) e

x′′m ≤ x′m ≤ xm. Seguindo o mesmo raciocínio, temos que existeu vetor emS que minimiza

a funçãoϕs(y) e, como vimos, esta função pode ficar tão próxima de zero quanto se queira.

Assim, seu mínimo éϕs(u) = 0. Podemos trocar, então,s por s+ 1 nas condições acima.
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Assim, depois de um número finito de passos teremos um vetoru tal queϕ1(u) = · · · =

ϕm(u) = 0 eum ≤ xm, entãoum = ξ.

Agora, já sabemos que os vetores solução otimizadosz = (z1, . . . , zm) que estamos pro-

curando são vetores solução tais queϕ1(z) = · · · = ϕm(z) = 0. Primeiro, paraj > 1 temos

por (6.2.5) que

ϕ j(z) = 1−
j−1
∑

i=1

zi −

j−1
∏

j=1

zi = 0.

Isolandozj−1 temos que

zj−1 =
1−

∑ j−2
i=1 zi

1+
∏ j−2

i=1 zi

=

∏ j−2
i=1 zi

1+
∏ j−2

i=1 zi

,

poisϕ j−1(z) = 1−
∑ j−2

i=1 zi −
∏ j−2

j=1 zi = 0. Como todas as coordenadas de um vetor solução são

positivas, podemos escreverzi = 1/α′i para 1≤ i ≤ m. Assim,

α′j−1 =
1
zi
= 1+

1
∏ j−2

i=1 zi

= 1+
j−2
∏

i=1

α′i j = 2, . . . ,m (6.2.9)

Daí, temos queα′1 = α
′
2−1 = 2, α′2 = 1 + α′1 = 3, α′3 = 7, e assim por diante. De forma

geral, definimos a sequência{yi} comoy1 = 1 eyi+1 = yi
2+ yi. Então, temos queα′1 = y1+ 1,

α′2 = y2 + 1, α′m−1 = ym−1 + 1. Para determinarmosα′m, notamos queϕ1(z) = 0. Então,
∑m−1

i=1 zi + zm = 1, daí

zm = 1−
m−1
∑

i=1

zi =

m−1
∏

i=1

zi ,

poisϕm(z) = 0. Então,

α′m =
1
zm
=

m−1
∏

i=1

α′i = α
′
m−1(α

′
m−1 − 1) = (ym−1 − 1)ym−1 = ym,

poisα′j−1 = 1+
∏ j−2

i=1 α
′
i , por (6.2.9) e dessa forma construímos os vetores que precisáva-

mos. Notamos que

m
∏

i=1

α′i = α
′
m

m−1
∏

i=1

α′i = α
′
i
2
= ym

2

Comozé um vetor solução otimizado, temos que osαi iniciais satisfazem as desigualda-

des pedidas e a demonstração está completa.

�
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