
תתי מרחב

𝑑𝑖𝑚(𝑈).ו-סופיתנוצרגםUאזשלו.מרחבתתUויהיסופיתנוצרוקטורימרחבVיהימשפט: ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

Uולכןפורשתהריקהוקבוצהאזאם.Vשלהמימדאתnב-נסמןהוכחה: 𝑈 = {0}𝑑𝑖𝑚(𝑈) = 0 ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝑉)
לפיאחרת,סיימנו.אם.Uב-יהי.Uב-בת״לאיבריםסדרתנגדיראחרת,סופית.נוצר 𝑢

0
≠ 0𝑈 = 𝑠𝑝(𝑢

0
)

סיימנואזהגדרנונניח.יהיאזהקודמתהטענה 𝑠𝑝(𝑢
0
) ⊂ 𝑈𝑢

1
∈ 𝑈\𝑠𝑝(𝑢

0
)𝑢

1
,..., 𝑢

𝑘
𝑠𝑝(𝑢

1
,..., 𝑢

𝑘
) = 𝑈

שנגיעלפילהסתייםחייבהתהליךבת״ל.שראינו,ממשפט.יהיאחרת 𝑢
𝑘+1

∈ 𝑈\𝑠𝑝(𝑢
1
,..., 𝑢

𝑘
){𝑢

1
,..., 𝑢

𝑘+1
}

Vב-גםולכןUב-בת״לאיבריםn+1למצואנוכלאחרתשכןn+1ל- (Uב-מוכלV,(.סתירה

אזיVשלסופיתנוצריםמרחביםתתיU,WויהיווקטורימרחבVיהימימדים):ושיוויון(הכלהמשפט
.𝑈 = 𝑊 ⇔ 𝑈 ⊆ 𝑊 ∧ 𝑑𝑖𝑚(𝑈) = 𝑑𝑖𝑚(𝑊)

בת״ל.גםכיהוכיחובת״לכינניחדוגמא: (𝑣
1

+ 𝑣
2
, 𝑣

2
− 𝑣

3
, 𝑣

1
+ 𝑣

2
+ 𝑣

3
)𝑣

1
, 𝑣

2
, 𝑣

3

ולכןו-מכיווןפתרון: 𝑣
1

+ 𝑣
2
, 𝑣

2
− 𝑣

3
, 𝑣

1
+ 𝑣

2
+ 𝑣

3
∈ 𝑠𝑝(𝑣

1
, 𝑣

2
, 𝑣

3
)

ו-מכיוון. 𝑈 = 𝑠𝑝(𝑣
1

+ 𝑣
2
, 𝑣

2
− 𝑣

3
, 𝑣

1
+ 𝑣

2
+ 𝑣

3
) ⊆ 𝑠𝑝(𝑣

1
, 𝑣

2
, 𝑣

3
)(𝑣

1
+ 𝑣

2
, 𝑣

2
− 𝑣

3
, 𝑣

1
+ 𝑣

2
+ 𝑣

3
)

ולכן.ולכןאזבת״ל, 𝑑𝑖𝑚(𝑈) = 33 = 𝑑𝑖𝑚(𝑈) ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝑠𝑝(𝑣
1
, 𝑣

2
, 𝑣

3
)) ≤ 3

כיבשלילהנניח.כינקבלמימדיםושיוויוןמהכלה. 𝑑𝑖𝑚(𝑈) = 𝑑𝑖𝑚(𝑠𝑝(𝑣
1
, 𝑣

2
, 𝑣

3
))𝑈 = 𝑠𝑝(𝑣

1
, 𝑣

2
, 𝑣

3
)

סתירה.זו,2ל-שווהאוקטןבגודלבת״לקבוצהולקבלהוקטוריםאחדאתלהשמיטניתןאזת״ל 𝑣
1
, 𝑣

2
, 𝑣

3

חיתוך של תתי מרחב הוא תת מרחב.תזכורת:
אזכינניחדוגמא: 𝑈 = 𝑠𝑝(𝑢

1
,.., 𝑢

𝑘
)    𝑊 = 𝑠𝑝(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑚
)

𝑈 ∩ 𝑊 = {
𝑖=1

𝑘

∑ 𝑎
𝑖
𝑢

𝑖
 |

𝑖=1

𝑘

∑ 𝑎
𝑖
𝑢

𝑖
∈ 𝑊} = {

𝑖=1

𝑘

∑ 𝑎
𝑖
𝑢

𝑖
 | 

𝑖=1

𝑘

∑ 𝑎
𝑖
𝑢

𝑖
=

𝑖=1

𝑘

∑ 𝑥
𝑖
𝑣

𝑖
 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛} 

איך מוצאים תת מרחב קטן ביותר שמכיל תתי מרחבים.דיון:

סכום של תתי מרחבים.הגדרה:
דוגמא:

-sp(1,1)+sp(1,0)=R^2.

-.{𝐴 | 𝐴 = 𝐴𝑡} + 𝑠𝑝(𝐼) = {𝐴| 𝐴 = 𝐴𝑡}

חוקי סכום וחיתוך:

אזיש-כךמרחביםתתימשפט: 𝑈, 𝑊 ⊆ 𝑉𝑈 = 𝑠𝑝(𝑢
1
,..., 𝑢

𝑛
),  𝑊 = 𝑠𝑝(𝑤

1
,..., 𝑤

𝑚
)

.𝑈 + 𝑊 = 𝑠𝑝(𝑢
1
,..., 𝑢

𝑛
, 𝑤

1
,..., 𝑤

𝑚
)

.אתומכילVב-שמוכלביותרהקטןהתמ״ומסקנה: 𝑈 + 𝑊𝑈, 𝑊



כל,U+Wבסיסש-בהכרחלאWשלבסיסו-Uשלבסיסאםהערה: 𝑢
1
,..., 𝑢

𝑛
𝑤

1
,..., 𝑤

𝑚
𝑢

1
,..., 𝑢

𝑛
, 𝑤

1
,..., 𝑤

𝑚

שניתן לדעת הוא שהם פורשים.

כימתקייםWשלבסיסו-Uשלבסיסלכלאזאםמשפט: 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}{𝑢
1
,..., 𝑢

𝑛
}{𝑤

1
,..., 𝑤

𝑚
}

.שלבסיס {𝑢
1
,..., 𝑢

𝑛
, 𝑤

1
,..., 𝑤

𝑛
}𝑈 + 𝑊

סכום ישר.הגדרה:

משפט האיפיון של סכום ישר:
.U,Wמרחביםתתיעבורשקוליםהבאים

)1(U+Wישר.סכוםהוא
שלבסיסכימתקייםWשלבסיסו-Uשלבסיסלכל)2( {𝑢

1
,..., 𝑢

𝑛
}{𝑤

1
,..., 𝑤

𝑚
}{𝑢

1
,..., 𝑢

𝑛
, 𝑤

1
,..., 𝑤

𝑛
}

.𝑈 + 𝑊
.באשרכסכוםיחידההצגהישוקטורלכל)3( 𝑣 ∈ 𝑈 + 𝑊𝑣 = 𝑢 + 𝑤𝑢 ∈ 𝑈, 𝑤 ∈ 𝑊

הוכחה:
הקודם.המשפטזה):2(גורר)1(
בסיסיםוניקחכינניח.והגדרתישירותנובעההצגהקיום):3(גורר)2( 𝑈 + 𝑊𝑢 + 𝑤 = 𝑣 = 𝑢' + 𝑤'

אילו.שלבסיס),2(לפי.Wשלבסיסו-Uשלבסיס {𝑢
1
,..., 𝑢

𝑛
}{𝑤

1
,..., 𝑤

𝑚
}{𝑢

1
,..., 𝑢

𝑛
, 𝑤

1
,..., 𝑤

𝑛
}𝑈 + 𝑊

לינאריםכצירופיםאותםנרשוםכינובעבהכרח, 𝑢 ≠ 𝑢'𝑤 ≠ 𝑤'

𝑢 =
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑎
𝑖
𝑢

𝑖
,       𝑢' =

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑎'
𝑖
𝑢

𝑖
,      𝑤 =

𝑖=1

𝑚

∑ 𝑏
𝑖
𝑤

𝑖
 ,      𝑤' =

𝑖=1

𝑚

∑ 𝑏'
𝑖
𝑤

𝑖

ההצגהליחידותבסתירה,שללינאריכצירוףל-שוניםפתרונותשתימקבליםהיינואז 𝑣{𝑢
1
,..., 𝑢

𝑛
, 𝑤

1
,..., 𝑤

𝑛
}

באמצעות בסיס.
אזש-כיוון.כינוכיח,יהי.כיצ״ל):1(גורר)3( 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑊𝑥 = 00, 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑊

כדרוש..ההצגה,ומיחידות,ב-איברשלהצגותשתיהם 0 + 𝑥 = 𝑥 + 0𝑈 + 𝑊𝑥 = 0 ∧ 0 = 𝑥

שלה:מרחבתתיבשניונתבונןהפונקציותבקבוצתנתבונןדוגמא: 𝑅𝑅

𝑈 = {𝑓 | ∀𝑥 𝑓(𝑥) = 𝑓(− 𝑥)}
𝑊 = {𝑓 | ∀𝑥 𝑓(− 𝑥) =− 𝑓(𝑥)}

פונקציות:שתישלכסכוםלהציגניתןfפונקציהכלאזמרחב)תתיהלוכי(בדקו

.כילבנשיםואזנגדיר 𝑓
−

(𝑥) = 𝑓(− 𝑥)𝑓 =
𝑓+𝑓

−

2 +
𝑓−𝑓

−

2

𝑓+𝑓
−

2 ∈ 𝑈,    
𝑓−𝑓

−

2 ∈ 𝑊

פונקצייתהיאfכלומרולכןאזאםכן,עליתר 𝑓 ∈ 𝑈 ∩ 𝑊∀𝑥 ∈ 𝑅.  𝑓(𝑥) = 𝑓(− 𝑥) =− 𝑓(𝑥)𝑓(𝑥) = 0
האפס אז

ומתקיים:יחידההיאfשלהזוההצגההאיפיוןמשפטלפי

𝑅𝑅 = 𝑈 ⊕ 𝑊

משפט המימד הראשון:
𝑑𝑖𝑚(𝑈 + 𝑊) = 𝑑𝑖𝑚(𝑈) + 𝑑𝑖𝑚(𝑊) − 𝑑𝑖𝑚(𝑈 ∩ 𝑊)



ישר:סכוםכאשרהואפרטימקרה 𝑈 + 𝑊
𝑑𝑖𝑚(𝑈 ⊕ 𝑊) = 𝑑𝑖𝑚(𝑈) + 𝑑𝑖𝑚(𝑊)

הוכחה(טריק חשוב):
)(ובפרטשלבסיסיהי 𝑣

1
,..., 𝑣

𝑘
𝑈 ∩ 𝑊𝑑𝑖𝑚(𝑈 ∩ 𝑊) = 𝑘

)(ובפרטע״ישללבסיסאותונשליםאחד,מצד 𝑈𝑢
𝑘+1

,..., 𝑢
𝑛

𝑑𝑖𝑚(𝑈) = 𝑛

)(ובפרטע״ישללבסיסאותונשליםשנימצד 𝑊𝑤
𝑘+1

,..., 𝑤
𝑚

𝑑𝑖𝑚(𝑊) = 𝑚

כינקבלומכךשלבסיסכינוכיח 𝑣
1
,..., 𝑣

𝑘
, 𝑢

𝑘+1
,..., 𝑢

𝑛
, 𝑤

𝑘+1
,...., 𝑤

𝑚
𝑈 + 𝑊

𝑑𝑖𝑚(𝑈 + 𝑊) = 𝑘 + (𝑛 − 𝑘) + (𝑚 − 𝑘) = 𝑚 + 𝑛 − 𝑘 = 𝑑𝑖𝑚(𝑈) + 𝑑𝑖𝑚(𝑊) − 𝑑𝑖𝑚(𝑈 ∩ 𝑊)
שראינוהמפשטלפיו-מכיוון 𝑈 = 𝑠𝑝(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑘
, 𝑢

𝑘+1
,..., 𝑢

𝑛
),    𝑊 = 𝑠𝑝(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑘
, 𝑤

𝑘+1
,..., 𝑤

𝑚
)

בת״ל.הסדרהכילהוכיחנותר. 𝑈 + 𝑊 = 𝑠𝑝(𝑣
1
,..., 𝑣

𝑘
, 𝑢

𝑘+1
,..., 𝑢

𝑛
, 𝑤

𝑘+1
,...., 𝑤

𝑚
)

ש-כךיהיו α
1
,..., α

𝑘
, β

𝑘+1
,..., β

𝑛
, γ

𝑘+1
,..., γ

𝑚

𝑖=1

𝑘

∑ α
𝑖
𝑣

𝑖
+

𝑗=𝑘+1

𝑛

∑ β
𝑗
𝑢

𝑗
+

𝑟=𝑘+1

𝑚

∑ γ
𝑟
𝑤

𝑟
= 0

שניומצד)Wב-איבריםשללינארי(כצירוףאזנסמן 𝑤 =
𝑟=𝑘+1

𝑚

∑ γ
𝑟
𝑤

𝑟
𝑤 ∈ 𝑊

.ולכןמתוךאיבריםשלגםלינאריצירוףהואאזי 𝑤 =−
𝑖=1

𝑘

∑ α
𝑖
𝑣

𝑖
−

𝑗=𝑘+1

𝑛

∑ β
𝑗
𝑢

𝑗
𝑤𝑈𝑤 ∈ 𝑈

.אזבת״ל-יםו-ומכיוון,כךאם.אזאבל 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}𝑤 = 0
𝑟=𝑘+1

𝑚

∑ γ
𝑟
𝑤

𝑟
= 0𝑤

𝑟
γ

𝑟
= 0

.כינובעUשלבסיסו-ומכיווןבנוסף −
𝑖=1

𝑘

∑ α
𝑖
𝑣

𝑖
−

𝑗=𝑘+1

𝑛

∑ β
𝑗
𝑢

𝑗
= 0 𝑣

1
,...., 𝑣

𝑘
, 𝑢

𝑘+1
,..., 𝑢

𝑛
α

𝑖
, β

𝑗
= 0

מרחבים)תתיnשלישרהגדרה:(סכום
מרחבים.תתיnשלסכום.1

מרחבים)תתיnל-ישרסכום(איפיוןמשפט:
שקולים:הבאים.יהיו 𝑈

1
,..., 𝑈

𝑛
⊆ 𝑉

.,לכל.1 𝑖𝑈
𝑖

∩ (𝑈
1

+... + 𝑈
𝑖−1

+ 𝑈
𝑖+1

+... + 𝑈
𝑛
) = {0}

.שלבסיסאזבסיסיםאם.2 𝐵
𝑖

∈ (𝑈
𝑖
)

𝑑𝑖𝑚(𝑈
𝑖
)

𝐵
1

∼ 𝐵
2

∼.... ∼ 𝐵
𝑛

𝑈
1

+... + 𝑈
𝑛

.באשריחידההצגהישלכל.3 𝑥 ∈ 𝑈
1

+.... + 𝑈
𝑛

𝑥 = 𝑢
1

+... + 𝑢
𝑛

𝑢
𝑖

∈ 𝑈
𝑖

הוכחה:
.n+1ל-ונוכיחnל-נכוןנניחהקודם.המשפטזהn=2עבור.nעלבאינדוקציההשקילותאתנוכיח

.ל-נכונההשקילותאזמרחבים.תתייהיו 𝑈
1
,..., 𝑈

𝑛
, 𝑈

𝑛+1
𝑈

1
,..., 𝑈

𝑛

האינדוקציההנחתלפיההנחה,לפי.ב-נסמן):2(גורר)1( 𝑈 = 𝑈
1

+.... + 𝑈
𝑛

𝑈 ∩ 𝑈
𝑛+1

= {0}

בסיס.,n=2ל-המשפטולפישלבסיס 𝐵 = 𝐵
1

∼ 𝐵
2

∼.... ∼ 𝐵
𝑛

𝑈
1

+... + 𝑈
𝑛

𝐵 ∼ 𝐵
𝑛+1



המשפטלפישוביחידה.הצגהישלכלהאינדוקציה,הנחתלפי):3(גורר)2( 𝑥 ∈ 𝑈
1

+.... + 𝑈
𝑛

כמויחידההצגהישלכן.באשרכ-יחידההצגהישכינובעn=2כש- 𝑢 + 𝑢
𝑛+1

𝑢 ∈ 𝑈,  𝑢
𝑛+1

∈ 𝑈
𝑛+1

)3ב-(שרשום
לרשוםאפשראזיהי):1(גורר)3( 𝑥 ∈ 𝑈

𝑖
∩ (𝑈

1
+... + 𝑈

𝑖−1
+ 𝑈

𝑖+1
+... + 𝑈

𝑛+1
)

וגם 𝑥 = 0 + 0 +... + 0 + 𝑥 + 0 +... + 0
ההצגהמיחידות 𝑥 = 𝑢

1
+... + 𝑢

𝑖−1
+ 𝑢

𝑖+1
+... + 𝑢

𝑛+1
= 𝑢

1
+... + 𝑢

𝑖−1
+ 0 + 𝑢

𝑖+1
+... + 𝑢

𝑛

𝑥.כינובע = 0

תרגילים:
.כינתוןבנוסף.ש-כךכינניח 𝑈, 𝑊 ⊆ 𝑉𝑑𝑖𝑚(𝑈) = 𝑑𝑖𝑚(𝑊) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) − 1𝑈 ≠ 𝑊

𝑈.כיהוכיחוא. + 𝑊 = 𝑉

.כינתוןבנוסף.ש-כךבת״לקבוצותוכיכינניחב. 𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 4𝑇, 𝑆 ⊆ 𝑉|𝑇| = |𝑆| = 3𝑠𝑝(𝑆) ≠ 𝑠𝑝(𝑇)
.VשללבסיסTאתוגםSאתגםמשליםאשרוקטורקייםכיהוכיחו 𝑣 ∈ 𝑉


