
ואלגוריתמים.מטריצותמרחבי-11שיעור
״לשים במטריצה״. יש דרך להתגבר על זה:הבעיה מרחבים כלליים היא שאין לנו את הכלי שלתזכורת:

-יות.nלמרחבכללימרחבביןלזהותדרךנמצא

קואורדינטות לפי בסיס.הגדרה:

חישוב קואורדינטות של פולינום.דוגמא:

טענה:
.0הוקטוראמ״ם0הםוקטורשלקואורדינטות.1
קואורדינטות של איברי הבסיס..2
קואורדינטות לפי בסיס סטנדרטי..3

𝑥∀אזBהןשעמודותיהמטריצהAו-כלשהובסיסBאםF^nב-.4 ∈ 𝐹𝑛.  𝐴[𝑥]
𝐵

= 𝑥

𝑄.מסומנתהקואורדינטותהעתקתהגדרה:
𝐵

העתקת הקואורדינטות היא לינארית והפיכה.טענה:

איזומורפיזם של מרחבים וקטורים.הגדרה:

אזי:וקטוריים.מרחביםשלאיזומורפיזםיהימשפט: 𝑓: 𝑉 → 𝑈

מתקייםולכללכל.1 𝑉𝑛 ∋ (𝑣
1
,...., 𝑣

𝑛
)𝑢 ∈ 𝑉𝑆𝑜𝑙𝑠(𝑢 =

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑥
𝑖
𝑣

𝑖
) = 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝑓(𝑢) =

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑥
𝑖
𝑓(𝑣

𝑖
))

2.,𝑠𝑝(𝑣
1
,...., 𝑣

𝑛
) = 𝑠𝑝(𝑓(𝑣

1
),...., 𝑓(𝑣

𝑛
))𝐿𝐷(𝑣

1
,...., 𝑣

𝑛
) = 𝐿𝐷(𝑓(𝑣

1
),...., 𝑓(𝑣

𝑛
))

3.,. 𝑓(𝑣) בתל 
1
),...., 𝑓(𝑣

𝑛
)) ↔ 𝑣) בתל 

1
,...., 𝑣

𝑛
𝑓(𝑣) פורשת (

1
),...., 𝑓(𝑣

𝑛
)) ↔ 𝑣)  פורשת

1
,...., 𝑣

𝑛
)

.ולכן.4 𝑓(𝑣) בסיס 
1
),...., 𝑓(𝑣

𝑛
)) ↔ 𝑣) בסיס 

1
,...., 𝑣

𝑛
)𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 𝑑𝑖𝑚(𝑈)

תמ״ו.אמ״םתמ״ו.5 𝑉
1

⊆ 𝑉𝑓[𝑉
1
] ⊆ 𝑈

ועוד…..6

𝑄.לגביתקףהקודםהמשפטמסקנה:
𝐵

.F^nל-כללייםבמרחביםהדיוןאתלתרגםאפשרמסקנה:

יש המון אלגוריתמים שקשורים למטריצות, הנה עוד כמה:

מרחב העמודות, מרחב השורות, מרחב הפתרונות.הגדרה:

ברור. מה המשמעות של מרחב השורות?מרחב העמודות זה כל האלה שיש פתרון. מרחב הפתרונותמשמעות:
בהמשך נגלה.



𝐶(𝐴𝐵).תרגיל: ⊆ 𝐶(𝐴)     𝑅(𝐴𝐵) ⊆ 𝑅(𝐵)
הוכחה:

המשפט לגבי עמודות נובע ישירות והמשפט לגבי שורות נובע מטרנספוז.
כינוכיח.Bשורותאתוב-ABשורותאתב-נסמן 𝑅

1
(𝐴𝐵),...,  𝑅

𝑛
(𝐴𝐵)𝑅

1
(𝐵),..., 𝑅

𝑘
(𝐵)

כינובעהכפלמהגדרתאכן,. 𝑅(𝐴𝐵) = 𝑠𝑝(𝑅
1
(𝐴𝐵),...,  𝑅

𝑛
(𝐴𝐵)) ⊆ 𝑠𝑝(𝑅

1
(𝐵),..., 𝑅

𝑘
(𝐵)) = 𝑅(𝐵)

כלליובאופן 𝑅
1
(𝐴𝐵) = 𝑎

11
𝑅

1
(𝐵) + 𝑎

12
𝑅

2
(𝐵) +... 𝑎

1𝑘
𝑅

𝑘
(𝐵) ∈ 𝑅(𝐵)

𝑅
𝑖
(𝐴𝐵) = 𝑎

𝑖1
𝑅

1
(𝐵) +... 𝑎

𝑖𝑘
𝑅

𝑘
(𝐵) ∈ 𝑠𝑝(𝑅

1
(𝐵),..., 𝑅

𝑘
(𝐵))

.מתקיים,מטריצהלכלמשפט: 𝐴𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴)) = 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴))
הוכחה:
אזזאת,הוכחנואםשכן.Aמטריצהלכלכילהוכיחמספיק 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴)) ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴))

𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴)) = 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴𝑡)) ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴𝑡)) = 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴))
כדרוש.,ולכן 𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴)) = 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴))

ויהי.ב-נסמןכינניח,בהוכחתנתמקד 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴)) ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴))𝐴 ∈ 𝑀
𝑛×𝑚

(𝐹)𝑘 = 𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴))

מטריצות:נגדירלבסיס)לדללהיה(ניתןבסיס. 𝑣
1
,.., 𝑣

𝑘
∈ 𝐶(𝐴)⊆ 𝐹𝑛    

:לכלכימתקיים.Aשלהעמודותהןבאשר 𝑅
1
,..., 𝐴

𝑚
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

𝐵 · [𝐴
𝑖
]

𝐵
= 𝐴

𝑖

ולכן

𝐴ולכן = 𝐵𝐶
כדרוש.,ולכןהתרגיללפי 𝑅(𝐴) ⊆ 𝑅(𝐶)𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴)) ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐶)) ≤ 𝑘 = 𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴))

דרגה של מטריצה. אפסות של מטריצה.הגדרה:

.0היאשלההאפסותאמ״םnהיאשלההדרגהאמ״םהפיכההיאמטריצהההפיכות-למשפטתוספתמסקנה:

:rankחוקי
-𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛)
-𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵), 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴))
-𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐵) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵)

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=B%3D%5Cbegin%7Bpmatrix%7D%20%7C%20%26%20%7C%20%26...%26%7C%5C%5C%20v_1%20%26%20v_2%20%26...%26v_k%5C%5C%20%7C%20%26%20%7C%20%26%20%E2%80%A6%20%26%7C%5Cend%7Bpmatrix%7D%5Cin%20M_%7Bn%5Ctimes%20k%7D(%5Cmathbb%7BF%7D)%0


𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵)אזהפיכהAאם- = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵)
הוכחה:

ולכןאכן.1 𝐶(𝐴) ⊆ 𝐹𝑚     𝑅(𝐴) ⊆ 𝐹𝑛

.𝑛 = 𝑑𝑖𝑚(𝐹𝑛) ≥ 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴)) = 𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴)) ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝐹𝑚) = 𝑚
ולכןוגםולכןהתרגיל)(לפי.2 𝐶(𝐴𝐵) ⊆ 𝐶(𝐴)𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴)𝑅(𝐴𝐵) ⊆ 𝑅(𝐵)

.𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵)
המימדים.משפטואז.3 𝐶(𝐴 + 𝐵) ⊆ 𝐶(𝐴) + 𝐶(𝐵)

.ולכןבנוסף,ש-בודאי.4 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵)𝐵 = 𝐴−1𝐴𝐵𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵)

(המשפט היסודי של הדירוג)משפט:
בדירוג נשמר: מרחב השורות, מרחב הפתרונות ודרגת המטריצה אפסות המטריצה ותלויות לינאריות בין

העמודות.
בדירוג לא נשמר: מרחב העמודות, הדטרמיננטה ועוד.

כימתקייםאלמנטריות)של(מכפלההפיכהבאשרלהציגניתןהשורות-מרחבלגביהוכחה 𝐵 = 𝐸𝐴𝐸
(הכפלהוכישראינוהתרגיללפי 𝑅(𝐵) ⊆ 𝑅(𝐴)𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐵)) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑅(𝐴))

במטריצה הפיכה לא משנה את הדרגה).

השורות.למרחבבסיסמהוות0שורותשאינןהשורותמדורגת.מטריצהAתהאשורות:לגבימסקנה
אלגוריתם למציאת בסיס לספאן (לא דילול):וזה נותן

״למציאת בסיס של המרחב הנפרש מדרגים את המטריצה ולוקחים את השורות שלא התאפסו בסוף
הדירוג.״

הוכחה:
ראינו בעבר כי השורות אחרי הדירוג בת״ל ולכן בסיס למרחב השורות של המטריצה המדורגת ולפי המשפט

היסודי של הדירוג זה אותו מרחב כמו מרב השורות של המטריצה המקורית.

בהןשנפתחהBב-העמודותאתב-נסמןקנונית,מדורגתמטריצהBתהאתרגיל: 1 ≤ 𝑖
1

< 𝑖
2

<... < 𝑖
𝑘

≤ 𝑚

𝑅.אזי,מדרגה.
𝑖

𝑗

(𝐵) = 𝑒
𝑗

שלה.הקנוניתהצורהBו-כלשהימטריצהAתהאעמודות:לגבימסקנה
שקדמוהעמודותשללינאריצירוףהיאAשלiה-העמודהאמ״םפותחאיבראיןBשלiה-בעמודה.1

להן שנפתחה בהן מדרגה לאחר הדירוג.
לכל מטריצה קיימת ויחידה מטריצה מדורגת קנונית אשר שקולת שורות אליה..2

:1הוכחת
.𝐿𝐷(𝑅

1
(𝐴),..., 𝑅

𝑚
(𝐴)) = 𝐿𝐷(𝑅

1
(𝐵),..., 𝑅

𝑚
(𝐵))

.Bשלהעמודותלגביהשקילותאתלהוכיחמספיקלכן
.באשרכינוכיח.Bשלהעמודהעלבאינדוקציה 𝑠𝑝(𝐶

1
(𝐵),..., 𝐶

𝑖
(𝐵)) = 𝑠𝑝(𝑒

1
,..., 𝑒

𝑘
)𝑖

𝑘
≤ 𝑖 < 𝑖

𝑘+1

.עבורונוכיחi-1עבורנכונההטענהיכנניחברור.זהעבור 𝑖 = 1𝑖



𝐶התרגיללפיאזפותחאיברבעלתiה-העמודהאם
𝑖
(𝐵) = 𝑒

𝑗

ברור.ואזהאינדוקציההנחתולפי 𝑠𝑝(𝐶
1
(𝐵),..., 𝐶

𝑖−1
(𝐵)) = 𝑠𝑝(𝑒

1
,..., 𝑒

𝑗−1
)

𝐶.ובנוסף
𝑖
(𝐵) ∉ 𝑠𝑝(𝐶

1
(𝐵),..., 𝐶

𝑖−1
(𝐵))

אזמדרגה,נפתחהשבההאחרונההעמודההיאכיונניחפותחאיבראיןiה-בעמודהאם 𝑖
𝑘

< 𝑖

אזב-מדרגהנפתחהולאמכיוון.האינדוקציההנחתלפי 𝑠𝑝(𝐶
1
(𝐵),..., 𝐶

𝑖−1
(𝐵)) = 𝑠𝑝(𝑒

1
,..., 𝑒

𝑘
)𝐶

𝑖
(𝐵)

.ולכן.מתקייםלכל 𝑗 ≥ 𝑘 + 1(𝐶
𝑖
(𝐵))

𝑗
= 0𝐶

𝑖
(𝐵) ∈ 𝑠𝑝(𝑒

1
,..., 𝑒

𝑘
) = 𝑠𝑝(𝐶

1
(𝐵),..., 𝐶

𝑖−1
(𝐵))

הןBב-המתאימות(כיבת״להיאמדרגהנפתחהלאשבהןהעמודותסדרתכיברורהאלגוריתם-נכונותלגבי
בת״ל) ולכן מספיק להוכיח כי היא פורשת-.

:2הוכחת
:n=1עבורהעמודות.מספרעלבאינדוקציה

.e_1אתנקבלואז0שאינורכיבשישאוברור,ואז0ה-מטריצתעםשהתחלנואו
.n+1ל-ונוכיחnל-יחידותישכינניח
נניחהאינדוקציה.הנחתלפיביחידותנקבעתB'אזקנוניתמדרגותלצורתAאתנדרג 𝐴 = (𝐴'|𝑎) → (𝐵'|𝑏)

שללינאריצירוףהיאAשלהאחרונההעמודהבהכרח.Aשלנוספתקנוניתמדורגתצורהכיבשלילה (𝐵'| 𝑣')
:שכןi=jבהכרחכילבנשים.ולכןפותחאיבר'vו-vב-יש,1לפיאחרת,הקודמות, 𝑣 = 𝑒

𝑖
   𝑣׳ = 𝑒

𝑗

𝑖 = |{𝑘 < 𝑛 | 𝐶
𝑘
(𝐴) ∉ 𝑠𝑝(𝐶

1
(𝐴),..., 𝐶

𝑘−1
(𝐴))}| = 𝑗

סתירה.,ולכן 𝑣 = 𝑣'
כדרוש.הדירוגשלהיסודיהמשפטולפיכך,אם 𝐴

𝑛+1
= 𝑥

1
𝐴

1
+... 𝑥

𝑛
𝐴

𝑛
𝑣 = 𝑥

1
𝐵

1
+... 𝑥

𝑛
𝐵

𝑛
= 𝑣'

מסקנה אלגוריתם לדילול סדרה פורשת לבסיס:
𝐶מדרגה״בהןנפתחהשלאהמקוריתבמטריצההעמודותאתולוקחיםמדרגים,בעמודות,״שמים

𝑖
1

(𝐴),..., 𝐶
𝑖

𝑘

(𝐴)

מדרגה.בהןשנפתחההעמודותבאשרל-בסיס 𝐶(𝐴)1 ≤ 𝑖
1

<... < 𝑖
𝑘

≤ 𝑛

אזאםכינוכיחהעמודות,עלבאינדוקציהפורשת-הוכחה: 𝑖
𝑘

≤ 𝑖 < 𝑖
𝑘+1

האינדוקציההנחתלפיאזאם. 𝑠𝑝(𝐶
1
(𝐴),.., 𝐶

𝑖
(𝐴)) = 𝑠𝑝(𝐶

𝑖
1

(𝐴),..., 𝐶
𝑖

𝑘

(𝐴))𝑖 = 𝑖
𝑘

ואז 𝑠𝑝(1,.., 𝑖 − 1) = 𝑠𝑝(𝑖
1
,..., 𝑖

𝑘−1
)

.𝑠𝑝(1,..., 𝑖) = 𝑠𝑝(1,.., 𝑖 − 1) ⊕ 𝑠𝑝(𝑖) = 𝑠𝑝(𝑖
1
,..., 𝑖

𝑘−1
) ⊕ 𝑠𝑝(𝑖) = 𝑠𝑝(𝑖

1
,..., 𝑖

𝑘
)

ולכן1לפיאזאם 𝑖
𝑘

< 𝑖𝐶
𝑖
(𝐴) ∈ 𝑠𝑝(𝐶

1
(𝐴),..., 𝐶

𝑖−1
(𝐴))

𝑠𝑝(𝐶
1
(𝐴),..., 𝐶

𝑖
(𝐴)) = 𝑠𝑝(𝐶

1
(𝐴),..., 𝐶

𝑖−1
(𝐴)) = 𝑠𝑝(𝐶

𝑖
1

(𝐴),..., 𝐶
𝑖

𝑘

(𝐴))

בת״ל.שהסדרהלכךשקולוזההקודמיםשללינאריצירוףאינומביןאחדאףשוב,1לפיבת״ל- 𝐶
𝑖

𝑗

(𝐴)

לבסיס):(כל סדרה בת״ל ניתן להשליםמסקנה: אלגוריתמים להשלמה לבסיס
״שמים בעמודות ומצרפים בסוף את וקטורי היחידה (או סדרה פורשמת כלשהי) ומגיעים לצורת מדרגות, מוסיפים

את הוקטורים מהסדרה הפורשת שמתאימים לעמודות שנפתחה בהן מדרגה״



המטריצהאתAב-נסמןהפורשת.הסדרהאתוב-הבת״להסדרהאתנסמןהוכחה: (𝑣
1
,..., 𝑣

𝑘
)(𝑢

1
,..., 𝑢

𝑚
)

נסמןהקודמת,המסקנהלפיפורשת).סדרהמכיל(כיכיברור.הןשעמודותיה (𝑣
1
,..., 𝑣

𝑘
, 𝑢

1
,..., 𝑢

𝑚
)𝐶(𝐴) = 𝐹𝑛

הדירוגשאחריבהכרת.שלבסיסמהוותהםאז,ב-מדרגהבהןשנפתחההעמודותאת 𝐶
𝑖

1

(𝐴),..., 𝐶
𝑖

𝑗

(𝐴)𝐹𝑛

סותרוזהעמודותלגביהמסקנהלפיקודמיושלצירוףשהואוקטורישאחרת,מדרגה,נפתחהk,...1בעמודות
את היות הסדרה בת״ל.

לאשורהאףאזוקטורים,kבעלתבת״להסדרה(אםמדרגיםבשורות,״שמיםנוסף-אלגוריתםביתבתרגיל
וקטורמוסיפיםכעת),kהיאוהדרגההשורותהמספרקטןהיהמימדוואזנשמרהשורותמרחבשכןהתאפסה

וקטורים״n-kהוספנווהאפסותהדרגהמשפטלפימדרגה,בהנפתחהשלאעמודהכלכנגדיחידה 𝑒
𝑗

𝑗

כדי לראות כי קיבלנו בסיס בצירוף עם הוקטורים המקוריים, נשים את כל הוקטורים כשורות מטריצה לפי הסדר,
נדרג מהתחלה בלי לגעת בחלק התחתון (של וקטורי היחידה), נגיע לצורה המדורגת כמו קודם ואז נאפס את שאר

ובכלאחד1בדיוקיששלהשורהשבכלמטריצתקיבלנוכעתשהוספנו,החדשיםהוקטוריםבאמצעותהעמודות

שדירוגמכיוון.ובפרטהפיכההיאאזפרמוטציהמטריצתזהולכן1אחדבדיוקיששלהעמודה 𝑠𝑝(𝑅(𝐴)) = 𝐹𝑛

nשלבסדרהמדוברכך,אםפורשת.ולכןהמרחבכלהואהחדשההסדרהשלspההעמודותמרחבאתמשמר
בסיס.היא3מתוך2ולפיפורשתשהיאוקטורים

אזהרה מפני אלגוריתם לא נכון!

שקולים:הבאיםשלהן.הקנוניותהצורותו-מטריצותיהיומסקנה: 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀
𝑟
(𝐹)𝐴', 𝐵'

1.A,Bשורה.שקולותהן
2.. 𝐴' = 𝐵'
3..𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐵)

הקודם.מהמשפטמקבלים1,2שלהשקילותאתהוכחה:
אזכינניחלבסוף,השורות.מרחבאתמשמרשדירוגמכךנובע3גורר2 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐵)𝑅(𝐴') = 𝑅(𝐵')

השורותבדיוקקנונית,בצורה'A',Bו-מכיוון.ולכן 𝑟 = 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐴')) = 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝐵'))
שמתקבלותהמטריצותאתב-נסמןלמרחב.בסיסמהוויםוהם0לא 𝑅

1
(𝐴'),..., 𝑅

𝑟
(𝐴'), 𝑅

1
(𝐵'),...., 𝑅

𝑟
(𝐵')𝐴'', 𝐵''

1,לכל.0ה-שורותמחיקותע"יA,Bמ- ≤ 𝑖 ≤ 𝑟𝑅
𝑖
(𝐵') ∈ 𝑠𝑝(𝑅

1
(𝐴'),...., 𝑅

𝑟
(𝐴'))

ומתקיים:המטריצהאתנסמןקודם,כמו 𝐶 ∈ 𝑀
𝑟
(𝐹)𝑅

𝑖
(𝐶) = [𝑅

𝑖
(𝐵')]𝑡

(𝑅
1
(𝐴'),...,𝑅

𝑟
(𝐴'))

אחר:(נימוקהפיכהולכןבסיסCשורותאזהשורות,מרחבשלבסיסגםBושורותכיוון. 𝐵' = 𝐶𝐴'𝐶
הפיכה).אזולכן 𝑟 = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵') = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐶𝐴') ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐶) ≤ 𝑟𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐶) = 𝑟𝐶

.Aל-שורותשקולתולכן.ל-שורהשקולתולכןאלמנטריותמטריצותמכפלתהיאאז 𝐶𝐵'𝐴'𝐵

דוגמא: דוגמא לחישוב דרגה ואפסות.

.אזימטריצהתהאהדרגה-אפסות:משפט 𝐴 ∈ 𝑀
𝑚×𝑛

(𝐹)𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑁(𝐴) = 𝑛



המטריצהאפסותוגםהדרגהגםהדירוג,שלהיסודיהמשפטלפיקנונית.מדרגותלצורתAאתנדרגהוכחה:
נשמרו. אז מספיק להוכיח את המשפט עבור מטריצות מדורגות קנונית. ואז המשפט נובע באופן ישיר מהטענות

מרחבשללמימד1תורמותהן(ואזמדרגהבהןשנפתחהכאלה.2ל-מתחלקותהעמודותnכלשכן,שראינו
הפתרונות-האפסות)מרחבשללמימד1תורמותהן(ואזמדרגהבהןנפתחהשלאאולמימד)כלומרהעמודות,
נשלים.אז,,שלבסיסניקח-יה.nב-מטריצהכפלשלמתכונותנובעפורמלית: 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴)𝑥

1
,..., 𝑥

𝑘
𝑁(𝐴) = 𝑘

.ע״ישללבסיסאותו 𝐹𝑛𝑥
𝑘+1

,.., 𝑥
𝑛

:ולכןשלבסיסכינוכיח 𝐴𝑥
𝑘+1

,..., 𝐴𝑥
𝑛

∈ 𝐶(𝐴)𝐶(𝐴)𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴)) = 𝑛 − 𝑘 = 𝑛 − 𝑁(𝐴)

.ולכןאז.ש-כךישאזיהיפרישה: 𝑏 ∈ 𝐶(𝐴)𝑥𝑏 = 𝐴𝑥𝑥 =
𝑖=1

𝑛

∑ α
𝑖
𝑥

𝑖
𝑏 = 𝐴𝑥 =

𝑖=1

𝑛

∑ α
𝑖
𝐴𝑥

𝑖
=

𝑖=𝑘+1

𝑛

∑ α
𝑖
𝐴𝑥

𝑖

ש-כךמקדמיםקיימיםולכןואזאזכינניחבת״ל:
𝑖=𝑘+1

𝑛

∑ α
𝑖
𝐴𝑥

𝑖
= 0𝐴(

𝑖=𝑘+1

𝑛

∑ α
𝑖
𝑥

𝑖
) = 0

𝑖=𝑘+1

𝑛

∑ α
𝑖
𝑥

𝑖
∈ 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴)

.לכןבסיסזהאבל
𝑖=𝑘+1

𝑛

∑ α
𝑖
𝑥

𝑖
=

 𝑖=1

𝑘

∑ β
𝑖
𝑥

𝑖
α

𝑘+1
..., α

𝑛
= 0

מסקנה לגבי האפסות:
מספר העמודות שלא נפתחה בהן מדרגה= אפסות המטריצה.

פרמטר אחד ולכן וקטור נוסף לבסיס של מרחבאינטואיטיבית, כל שורה שלא נפתחה בה מדרגה תורםהוכחה:
הפתרונות.

פורמלית- מסקנה ישירה ממשפט הדרגה והאפסות.

בנקודה מסוימת (נקודות מסוימות) ע״ימציאת מרחב משלים של מרחב פולינומים שמתאפסיםתרגול:
קואורדינטות והשלמה לבסיס והשלמה של וקטור לתת מרחב מסובך (עבודה עם קואורדינטות או עבודה עם בסיס

של תת מרחב).


