
פנימית-מכפלה18שיעור
𝑅3.ו-R^2מעלסטנדרטיתסקלריתמכפלההגדרה:

.0אפיוןחיוביות,סימטריה,הרכיבים,שנילפילינאריותתכונות:

זו פעולה אלגברית שבאמצעותה אפשר להגדיר אובייקטים גיאומטריים:
||𝑣||.ע״ימתוארוקטורשלאורךפתגורס,משפטלפיוקטור-שלאורך- = < 𝑣, 𝑣 >

𝑠𝑡

משפטלפיהוכחה:.0היאשלהםהסטנדרטיתהסקלריתהמכפלהאמ״םניצביםוקטוריםשניניצבות--

כינקבלזאת,נפתחאםאמ״םמאונכיםוקטוריםשניפתגורס, ||𝑣 − 𝑢||2 = ||𝑣||2 + ||𝑢||2

.< 𝑣, 𝑢>
𝑠𝑡

= 0

𝑣||.הקוסינוסיםמשפטלפיזווית-שלקוסינוס- − 𝑢||2 = ||𝑣||2 + ||𝑢||2 − 2||𝑣|| ||𝑢|| 𝑐𝑜𝑠(θ
𝑣,𝑢

)

כימגלההתכונותלפיהביטוישלישירפיתוחשני,מצד ||𝑣 − 𝑢||2

.||𝑣 − 𝑢||2 = ||𝑣||2 + ||𝑢||2 − 2 < 𝑣, 𝑢 >
>.לכן, 𝑣, 𝑢 >= ||𝑣|| · ||𝑢|| · 𝑐𝑜𝑠(θ

𝑣,𝑢
)

כדיוקטורים,שנינתוניםנניחפנימית:מכפלהמהילגביטובהיותראינטואיציהנותןגםזה (𝑥, 𝑦), (𝑎, 𝑏)
הקודםהביטויואז.כיתחילהנחשובהפנימיתהמכפלהמהילהבין < (𝑎, 𝑏), (𝑥, 𝑦) >||(𝑎, 𝑏)|| = 1
בכיווןשלההיטלזהוגיאומטרית,.כיאומר < (𝑎, 𝑏), (𝑥, 𝑦) >= ||(𝑥, 𝑦)||𝑐𝑜𝑠(θ)(𝑥, 𝑦)(𝑎, 𝑏)

כך ש-כלומר, סקלר λ

.הוקטוראורךכפולההיטל,אורךהיאהפנימיתהמכפלהכללי,עבור (𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏)

𝐶?לגבימה

>.סטנדרטית)הרמיטית(מכפלההגדרה: 𝑥, 𝑦 >=
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑥
𝑖
𝑦

𝑖

).CומעלR(מעלפנימיתמכפלההגדרה:

ממ״פהגדרה:

דוגמאות:



Cוב-Rב-סטנדרטית.1
.Cוב-Rב-סטנדרטיתלא.2
פולינומים (עם ביטוי של המקדמים).3
.trבאמצעותמוטריצותשלסטנדרטיתמכפלההגדרת.4
פונקציות רציפות ואינטגרל..5
תרגום של מכפלה באמצעות איזומורפיזם של מרחבים וקטורים..6

פעולת * של וקטור.הגדרה:

הצגה של מכפלה סטנדרטית ככפל שורה בעמודה.מסקנה:

שחלוף)רקיש(פנימית.נגדירמטריצהעבורהגדרה: 𝐴 ∈ 𝑀
𝑛
(𝐶)< 𝑥, 𝑦>

𝐴
= 𝑥* · 𝐴 · 𝑦

הרמיטית/פנימית?מכפלההיאמתי <, >
𝐴

.מתקיים,0לאלכלאםחיוביתמוגדרתנקראתAמטריצההגדרה: 𝑥 ∈ 𝐶𝑛𝑥*𝐴𝑥 > 0

𝐴.אםהרמיטיתנקראתAמטריצההגדרה: = 𝐴*

חיובית.ומוגדרתהרמיטיתאמ״םמ״פהיאהמכפלהתרגיל: < 𝑥, 𝑦>
𝐴

𝐴

טענה בסיסית:
.0זה0ב-כפל.1
איך מוציאים צירוף לינארי מימין..2
ביטוי כללי למכפלה פנימית של צירוך לינארי..3

להיותגראםמטריצתאתנגדיר.וקטוריםויהיוממ״פVיהיהגדרה: 𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
∈ 𝑉𝐺 = 𝐺(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
)

.(𝐺)
𝑖𝑗

=< 𝑣
𝑖
, 𝑣

𝑗
>

תרגיל:

𝐺.כיהוכיחוא. = 𝐺*

.אזאםכיהוכיחוב. 𝑦 =
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑎
𝑖
𝑣

𝑖
   𝑥 =

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑏
𝑖
𝑣

𝑖
< 𝑥, 𝑦 >= 𝑎*𝐺𝑏

חיובית.מוגדרתGג.

הסטנדרטי.הבסיסבאשר.כיהוכיחו,מעלמ״פלכלתרגיל: <*, *>𝐶𝑛<*, *>=<*, * >
𝐺

𝐺 = 𝐺(𝑒
1
,... 𝑒

𝑛
)



הגדרה של גיאומטריה באופן אלגברי

נורמה.הגדרה:

מוחלט.בערךסקלרהוצאתו-0אמ״םו-חיוביותנורמה:שלתכונות

אמ״םפיתגורס):מסקנה(משפט < 𝑣, 𝑢 >= 0||𝑣 − 𝑢||2 = ||𝑣||2 + ||𝑢||2

(ואז משפט פיתגורס מקבל את המשמעות הרגילהאורתוגונליות. שימו לב כי תלוי במכפלה הפנימית.הגדרה:
שלו)

𝑣||.הקוסינוסים:משפט − 𝑢||2 = ||𝑣||2 + ||𝑢||2 − 2 < 𝑣, 𝑢 >

הצורהאתמקבלהקוסינוסיםמשפט(ואזע״יuל-ביןהזוויתקוסינוסאתנגדירהגדרה: 𝑣𝑐𝑜𝑠(θ
𝑣,𝑢

) = <𝑣,𝑢>
||𝑣|| ||𝑢||

הרגילה שלו)

|מתקייםVב-v,uולכלVמעלהרמיטיתמכפלהלכלשוורץ:קושישיוויוןאי < 𝑣, 𝑢 > | ≤ ||𝑣|| · ||𝑢||
השניה).שלאחדבסקלרכפולה(כלומרפרופורציונליםאמ"םשיוויוןומתקיים 𝑣, 𝑢

.עלמסתכליםכעתטריוויואלית)הטענהv=0(אםמסמניםהוכחה: λ = <𝑣,𝑢>
<𝑣,𝑣>< 𝑢 − λ𝑣, 𝑢 − λ𝑣 >

בינהםהזווית(כלומרפרופורציוניםאמ״םכןעליתר.v,uלכלמסקנה: |𝑐𝑜𝑠(θ
𝑣,𝑢

)| ≤ 1|𝑐𝑜𝑠(θ
𝑣,𝑢

)| = 1𝑣, 𝑢

π).או0היא

.אמ״םבת״למסקנה: 𝑣, 𝑢|𝑐𝑜𝑠(θ
𝑣,𝑢

)| < 1

.אמ״םשיוויוןומתקייםהמשולש):שיוויון(אימסקנה ||𝑣 + 𝑢|| ≤ ||𝑣|| + ||𝑢||||𝑣 + 𝑢|| = ||𝑣|| + ||𝑢||

הוכחה:

||𝑣 + 𝑢||2 =< 𝑣 + 𝑢, 𝑣 + 𝑢 >= ||𝑣||2 + ||𝑢||2 +< 𝑣, 𝑢 >+< 𝑢, 𝑣 >= ||𝑣||2 + ||𝑢||2 + 2𝑅𝑒(< 𝑣, 𝑢 >) ≤ ||𝑣||2

ומאי שיוויון קושי שוורץ סיימנו.



סדרות וקטורים בממ״פ

).0עם(תתכןאורתוגונליתקבוצההגדרה:

שלה היא אלכסונית.סדרת וקטורים היא אורתוגונלית אמ״ם מטריצת גראםתרגיל:

בת״ל.היא0ללאאורתוגונליתקבוצהמשפט:

וקטור יחידה ותהליך הנרמול.הגדרה:

קבוצה אורתונורמלית.הגדרה:

בסיס אורתוגונלי/אורתונורמלי.הגדרה:

טענה:
אזי.ו-,0ללאאורתוגונליתקבוצהכינניח.1 𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
𝑢

1
, 𝑢

2
∈ 𝑠𝑝(𝑣

1
,.., 𝑣

𝑛
)

אורתונורמליים).עבור(ובפרט < 𝑢
1
, 𝑢

2
>=

𝑖=1

𝑛

∑ ([𝑢
1
]

𝑉
)

𝑖
([𝑢

2
]

𝑉
)

𝑖
 ||𝑣

𝑖
||2

נני כי בסיס אורתוגונלי/אורתונורמלי, אז יש ביטוי יפה לקואורדינטות בבסיס אורתוגונלי/אורתונורמלי..2
מכפלה פנימית כללית מוצגת באמצעות מכפלה סטנדרטית של הקואורדינטות לפי בסיס אורתוגונלי/.3

אורתונורמלי.

𝑣||2||פרסבל-שיוויון.4 =
𝑖=1

𝑛

∑ | < 𝑣
𝑖
, 𝑣 > |2 · ||𝑣

𝑖
||2

ראינו.שכברומתרגילאלכסוניתהיאגראםשמטריצתמכךישירותנובע1הוכחה:
פיתוח..2
.1מ-ישיר.3
הצמוד.ונוסחת1מ-ישיר.4



הטלה אורתוגונלית

אינטואיציה:

שלבמישורשלשהלמצואמעונייניםאנו.aשלשהונתונהניצבותיחידהשלשותשתינתונות 𝑤
1
, 𝑤

2
𝑎'𝑤

1
, 𝑤

2

).ל-שקולבאופן(אולמישורניצבאםקורהזהמינימלי.ש-כך 𝑎 − 𝑎'𝑎 − 𝑎'𝑤
1
, 𝑤

2

.ש-כךלמצואצריךולכןשללינאריצירוףלהיותצריךהוקטור 𝑎'𝑤
1
, 𝑤

2
𝑥, 𝑦𝑎' = 𝑥𝑤

1
+ 𝑦𝑤

2

.דברואותוש-לכךשקול 𝑎 − (𝑥𝑤
1

+ 𝑦𝑤
2
) ⊥ 𝑤

1
𝑥 =< 𝑤

1
, 𝑎 >𝑦 =< 𝑤

2
, 𝑎 >

'𝑎.כלומר =< 𝑤
1
, 𝑎 > 𝑤

1
+< 𝑤

2
, 𝑎 > 𝑤

2

באופן אבסטקרטי

וקטור ניצב לקבוצה.הגדרה:

𝑣.טענה: ⊥ 𝑣𝑖 ↔ 𝑣 ⊥ 𝑠𝑝(𝑣
1
,.., 𝑣

𝑛
)

באמצעותאורתוגונליההיטלאתנגדיר.של(אורתוגונלי)אורתונורמליבסיסיהיהגדרה: 𝑒
1
,..., 𝑒

𝑘
𝑈𝑃

𝑈
: 𝑉 → 𝑈

𝑃.נוסחה
𝑈

(𝑣) =
𝑖=1

𝑘

∑ < 𝑒
𝑖
, 𝑣 > 𝑒

𝑖

טענה:
לינארית..1 𝑃

𝑈

2.𝑣 − 𝑃
𝑈

(𝑣) ⊥ 𝑈



3..𝑃
𝑈

2 = 𝑃
𝑈

4.Im(p)=U-ו.𝑘𝑒𝑟(𝑃
𝑈

) = {𝑣 |𝑣 ⊥ 𝑈}

הוכחה:
ישיר.1
2.< 𝑣 − 𝑃

𝑈
(𝑣), 𝑒

𝑖
>=< 𝑣, 𝑒

𝑖
>−< 𝑃

𝑈
(𝑣), 𝑒

𝑖
>= 0

.ולכןכן,וכמוכיראינוUב-uוקטורעבור.3 𝑢 = 𝑃
𝑈

(𝑢)𝑃
𝑈

(𝑣) ∈ 𝑈𝑃
𝑈

(𝑃
𝑈

(𝑣)) = 𝑃
𝑈

(𝑣)

𝑣,אם,kerעבורהקודם.בבעיףמההבחנהנובעתהשניביווןהכלהברורה,בכיווןהכלה,Imעבור.4 ⊥ 𝑈
ולכןבפרטאז 𝑣 ⊥ 𝑃

𝑈
(𝑣)

< 𝑃
𝑈

(𝑣), 𝑃
𝑈

(𝑣) >=< 𝑣 − (𝑣 − 𝑃
𝑈

(𝑣)), 𝑃
𝑈

(𝑣) >=< 𝑣, 𝑃
𝑈

(𝑣) >−< 𝑣 − 𝑃
𝑈

(𝑣), 𝑃
𝑈

(𝑣) = 0 − 0 = 0

.2לפיאזאם.לכן 𝑃
𝑈

(𝑣) = 0𝑃
𝑈

(𝑣) = 0𝑣 = 𝑣 − 𝑃
𝑈

(𝑣) ⊥ 𝑈

האורתוגונלי.המשלים.נגדיר,Uמרחבלכלהגדרה: {𝑣 | 𝑣 ⊥ 𝑈} = 𝑈⊥

𝑈.מתקיים,Uמרחבלכלטענה: ⊕ 𝑈⊥

הואvכלשלהיחידוהפירוקאזUשל(אורתוגונלי)אורתונורמליבסיסאםטענה: 𝑒
1
,..., 𝑒

𝑘
𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥

.𝑣 = 𝑃
𝑈

(𝑣) + (𝑣 − 𝑃
𝑈

(𝑣))

נכון.פירוקזהולכןהקודמתמהטענההוכחה: 𝑣 − 𝑃
𝑈

(𝑣) ∈ 𝑈⊥

.ו-אזסופיתנוצראםמסקנה: 𝑉𝑑𝑖𝑚(𝑈) + 𝑑𝑖𝑚(𝑈⊥) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)(𝑈⊥)⊥ = 𝑈

נסיים.מימדיםמשיוויוןכעתלראות.קלהוכחה: 𝑈 ⊆ (𝑈⊥)⊥

אזי.ויהי.אורתונורמליבסיסעםVשלתמ״ויהיביותר:הטובהקירובמשפט 𝑈𝑒
1
,..., 𝑒

𝑛
𝑣 ∈ 𝑉

𝑚𝑖𝑛
𝑢∈𝑈

||𝑣 − 𝑢|| = ||𝑣 − 𝑃
𝑈

(𝑣)||

הוכחה:
||𝑣 − 𝑢||2 = ||𝑣 − 𝑃

𝑈
(𝑣) + 𝑃

𝑈
(𝑣) − 𝑢||2 = ||𝑣 − 𝑃

𝑈
(𝑣)||2 + ||𝑃

𝑈
(𝑣) − 𝑢||2 ≥ ||𝑣 − 𝑃

𝑈
(𝑣)||2

פתרון.איןלמערכת.ונגדירמטריצהניקחדוגמא: 𝐴 = (1 1 2) (1 0 1) (0 1 1)𝑏 = (1 1 1)𝐴𝑥 = 𝑏
ישלמערכתשעבורוטובהכיאתמוצאיםזהשעושיםמהאזבכח,פתרוןרוציםאנחנולפעמים 𝑏'𝐴𝑥 = 𝑏'
שלאורתונורמליבסיסנמצא,שלבסיסהםAעמודות.הללו?הכלמהםפתרון. 𝑏'𝐶(𝐴)𝐶(𝐴)𝐶(𝐴)

הדרוש.הואההטלהואז 𝑃
𝐶(𝐴)

(𝑏)𝑏'

תהליך גראם שמידט:
ש-:כך.סדרהרקורסיביבאופןמייצרשמידט,גרםתהליך.יהיו 𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
∈ 𝑉𝑢

1
,..., 𝑢

𝑘

אורתונורמלית.סדרה.1 𝑢
1
,..., 𝑢

𝑘



2..𝑠𝑝(𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
) = 𝑠𝑝(𝑢

1
,..., 𝑢

𝑘
)

כילבנשים).של(הנרמולאחרת,הבא.לוקטורנעבוראםהתחלה:תנאי 𝑣
1

= 0𝑢
1

= 𝑒
𝑣

1

𝑣
1

.𝑠𝑝(𝑢
1
) = 𝑠𝑝(𝑣

1
)

).(ובפרטל-מייצרשהתהליךהסדרההגדרנונניח 𝑢
1
,..., 𝑢

𝑘
𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
𝑠𝑝(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
) = 𝑠𝑝(𝑢

1
,..., 𝑢

𝑘
)

אזאם.נגדירנוסף,וקטוריהי 𝑣
𝑛+1

𝑢
𝑘+1

' = 𝑣
𝑛+1

− 𝑃
𝑠𝑝(𝑢

1
,...,𝑢

𝑘
)
(𝑣

𝑛+1
)𝑣

𝑛+1
∈ 𝑠𝑝(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
)𝑢

𝑘+1
' = 0

.תיהיהל-מייצרשהתהליךהסדרהאז 𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛+1
𝑢

1
,..., 𝑢

𝑘

כימתקיים,הגדרתלפי.ומתקייםנגדיראחרת, 𝑢
𝑘+1

= 𝑒
𝑢'

𝑘+1

𝑢
𝑘+1

⊥ 𝑠𝑝(𝑢
1
,..., 𝑢

𝑘
)𝑢

𝑘+1

כינסיק,כיההנחהלפיולכן 𝑢
𝑘+1

∈ 𝑠𝑝(𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛+1
)𝑠𝑝(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
) = 𝑠𝑝(𝑢

1
,..., 𝑢

𝑘
)

ולכןהשני,בכיוון. 𝑠𝑝(𝑢
1
,..., 𝑢

𝑘+1
) ⊆ 𝑠𝑝(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛+1
)𝑣

𝑛+1
= 𝑃

𝑠𝑝(𝑢
1
,...,𝑢

𝑘
)
(𝑣

𝑛+1
) + 𝑢'

𝑘+1

שיוויון.נסיקוסכ״ה 𝑣
𝑛+1

∈ 𝑠𝑝(𝑢
1
,..., 𝑢

𝑘+1
)

.מתקייםולכלאזבת״לאםמסקנה: 𝑣
1
,... 𝑣

𝑛
𝑘 = 𝑛1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑠𝑝(𝑢

1
,..., 𝑢

𝑖
) = 𝑠𝑝(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑖
)

לכל מרחב מכפלה פנימית נוצר סופית יש בסיס אורתונורמלי.מסקנה:

(מה קורה לוקטורים אורתונורמליים בתהליךכל קבוצה אורתונורמלית ניתן להשלים לבסיס אורתונורמלימסקנה:
גראם שמידט)

.לכלאז,Vשלבסיסאםמסקנה: 𝐵 = (𝑏
1
,..., 𝑏

𝑛
)𝐼 ⊆ [𝑛]𝑠𝑝(𝑏

𝑖
 | 𝑖 ∈ 𝐼)⊥ = 𝑠𝑝(𝑏

𝑖
 | 𝑖 ∈ [𝑛]\𝐼)

האורתוגונליההיטלאתלהגדירואפשרמתקייםUמרחבלכלאזסופיתנוצרמ״וVאםמסקנה: 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥

.𝑃
𝑈

שמידט,גראםומבצעיםVשללבסיסמשלימיםUשלבסיסלוקחיםהאורתוגונלי:המשליםלחישובנוספתדרך

⊥𝑈.שלבסיסהםשנוספוהוקטורים

QRפירוק
בת״ל.העמודותכלומר,מלאה,מדרגהAכיונניח.עמודותעםמטריצה,תהא 𝐴𝑥

1
,..., 𝑥

𝑘

מתקייםiלכלאז.ונקבלעלשמידטגראםתהליךנבצע 𝑥
1
,..., 𝑥

𝑘
𝑞

1
,..., 𝑞

𝑘
𝑥

𝑖
∈ 𝑠𝑝(𝑞

1
,..., 𝑞

𝑖
)

.שראינוהמשפטלפיאז 𝑥
𝑖

=
𝑗=1

𝑖

∑ < 𝑞
𝑗
, 𝑥

𝑖
> 𝑞

𝑗



אזי.וקטוריםע״ישלאורתונורמלילבסיסאתנשלים 𝑞
1
,..., 𝑞

𝑘
𝐶𝑛𝑞

𝑘+1
,..., 𝑞

𝑛

[𝑥
𝑖
]

(𝑞
1
,...,𝑞

𝑛
)

= (< 𝑞
1
, 𝑥

𝑖
>,..., < 𝑞

𝑖
, 𝑥

𝑖
> 0, 0,.... 0)

.ולכןכיהתכונהאתישל-אז 𝑄𝑄* · 𝑄 = 𝐼𝑄* = 𝑄−1

נקראתהיאאזממשיתQואםאוניטריתמטריצהנקראתהמקיימתהפיכהQמטריצההגדרה: 𝑄−1 = 𝑄*

אורתוגונלית.

ו-אוניטריתמטריצהכאשרפירוקקייםמטריצהלכלמשפט: 𝐴 ∈ 𝑀
𝑛×𝑘

(𝐶)𝐴 = 𝑄𝑅𝑄 ∈ 𝑀
𝑛
(𝐶)

אפסים.שורותב-שמסתיימתמשולשיתמטריצה 𝑅 ∈ 𝑀
𝑛×𝑘

(𝐶)(𝑛 − 𝑘)

.Rשלהראשונותהשורותkו-שלהראשונותהעמודותkהיאכאשרהואנוסףפירוק 𝐴 = 𝑄'𝑅'𝑄'𝑄𝑅'

אוניטרית).לאולכןריבועיתלא(היאו-עליונהמשולשיתמתקיים 𝑅'𝑄'*𝑄' = 𝐼


