
ומרוכבים):(פולינומים2שיעור

Rחוגמעלהפולינומיםחוגחשובה:דוגמא
,Xבמשתנהפורמליפולינוםנקראתסדרהפולינום:הגדרת 𝑝: 𝑁 → 𝑅
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= 𝑚𝑖𝑛(𝑁| ∀𝑛 ≥ 𝑁. 𝑝
𝑛

= 0)

סוגריים:לחיבורמתאיםפולינומים:חיבור (𝑝 + 𝑞)(𝑛) = 𝑝(𝑛) + 𝑞(𝑛)
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כפל פולינומים: מתאים לכפל סוגריים (קונבולוציה)
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𝑝.לכפלהניטרליהאיברהאפסים,סדרתלחיבור-ניטרליאיבר = 1
𝑅[𝑋].מסומןיחידהעםחילופיבחוגמדוברכיעצמאיתלבדוקישאבלהפולינומיםחוגעלבהמשךנרחיב

פולינום.מעלתחופשי,משתנהמוביל,מקדםהגדרה:)Aמקורס(תזכורת

נוסחת המעלות:
זהמבטליםהמוביליםהמקדמיםאםורקאםשיוויוןאישויש.1 𝑑𝑒𝑔(𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑚𝑎𝑥(𝑑𝑒𝑔(𝑓), 𝑑𝑒𝑔(𝑔))

את זה.
.0מחלקיהםהמוביליםהמקדמיםאמ״םשיוויוןאיויש.2 𝑑𝑒𝑔(𝑓𝑔) ≤ 𝑑𝑒𝑔(𝑓) + 𝑑𝑒𝑔(𝑔)

.הואב-שלהמקדם.3 𝑋𝑑𝑒𝑔(𝑓)+𝑑𝑒𝑔(𝑔)𝑓𝑔𝑎
𝑛
𝑏

𝑚

שיוויון.יש2ב-אזהפיכיםאוו-יחידה,ישRב-אם.4 𝑎
𝑛

𝑏
𝑚

שיוויון.ישב-אזשדה)(אושלמותתחוםאם.5 𝑅2
שלמות.תחוםגםאזשדה)(אושלמותתחוםאם.6 𝑅𝑅[𝑋]

המוגדרתהפונצקיההיאלפולינוםהמתאימההפולינומיאליתהפונקציההגדרה: 𝑝 ∈ 𝑅[𝑋]𝑝: 𝑅 → 𝑅
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מספר אלגברי ומספר טרנצנדנטיהגדרה:

אלגברי.2שורשדוגמא:

.Qמעלטרנצדנטייםשהםממשייםמספריםישמשפט:
שיקולי עוצמות.הוכחה:



טרנסנדנטיים.piו-eקשה:משפט

)Aמקורסהפולינומים:(תזכורתבחוגשאריותעםחילוק

ש-כךפולינומיםויחידיםקיימיםאז,ש-כךשדה,Fיהימשפט: 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐹[𝑋]𝑞 ≠ 0𝑞', 𝑟 ∈ 𝐹[𝑋]
𝑝 = 𝑞 · 𝑞' + 𝑟         𝑑𝑒𝑔(𝑟) < 𝑑𝑒𝑔(𝑞)

ש-הואהמענייןהמקרהלכן.ו-לקחתניתןאזאםכילבנשיםהוכחה: 𝑑𝑒𝑔(𝑞) > 𝑑𝑒𝑔(𝑝)𝑞' = 0𝑟 = 𝑝
גםאזקבוע,כלומרעבור.pשלהמעלהעלבאינדוקציהנוכיחזהמקרה. 𝑑𝑒𝑔(𝑞) ≤ 𝑑𝑒𝑔(𝑝)𝑑𝑒𝑔(𝑝) = 0𝑝

.r=0וניקחקייםאזשדהFו-ומכיוון. 𝑑𝑒𝑔(𝑞) = 0𝑞'
,,שלהמובילבמקדםנתבונן,כיונניח.ל-נכונההטענהכינניח 𝑑𝑒𝑔(𝑝) = 𝑛𝑑𝑒𝑔(𝑝) = 𝑛 + 1𝑝𝑎

𝑛+1

הפולינוםשלהמעלהאזי.מובילמקדםעםממעלהפולינוםqויהי 𝑚 = 𝑑𝑒𝑔(𝑞) ≤ 𝑛 + 1𝑏
𝑚

𝑝 − 𝑎
𝑛+1

· 𝑏
𝑚

−1𝑥𝑛+1−𝑚𝑞

ש-כךיחידיםקיימיםהאינדוקציה,הנחתלפיאז,nהיותרלכלממעלהפולינוםהוא 𝑞', 𝑟

𝑝 − 𝑎
𝑛+1

· 𝑏
𝑚

−1𝑥𝑛+1−𝑚𝑞 = 𝑞 · 𝑞' + 𝑟

ולכן

𝑝 = (𝑎
𝑛+1

· 𝑏
𝑚

−1𝑥𝑛+1−𝑚 + 𝑞') · 𝑞 + 𝑟

המעלותאזאםאזכינניחהיחידות,עבור 𝑞𝑞' + 𝑟' = 𝑞𝑞'' + 𝑟''𝑞(𝑞' − 𝑞'') = 𝑟'' − 𝑟'𝑞' − 𝑞'' ≠ 0
𝑑𝑒𝑔(𝑞).ממעלהשמאלבאגףוהפולינוםqמ-קטנהממעלהימיןבאגךהפולינוםשכןמסתדרת,לאהפולינום + 𝑥

''.r'=rוכל''q'=qלכן

𝑍:ב-פולינומיםשלשאריתעםלחילוקדוגמא
5

𝑋2 + 3𝑋 − 1: 4𝑋 + 2
.ב-נכפיללכן).(כי?שלהופכימה 444 =− 14𝑋

.𝑋2 − 3𝑋 − 1 − (𝑋2 + 3𝑋) =− 𝑋 − 1
ומתקיים:השאריתזולכןואזב-נכפיל.כילרשוםניתן 4𝑋 + 414𝑥 + 4 − (4𝑋 + 2) = 22

.𝑋2 + 3𝑋 − 1 = (4𝑋 + 2)(4𝑋 + 1) + 2

יותר)קטנהqשלהמעלה(ואזש-כךqקייםאמ״םpשלשורשהואaבעבר)משפט:(ראינו  𝑝 = (𝑥 − 𝑎)𝑞
rשאריתעם)x-aב-(אתנחלקשני,כיווןטריוויאלי.אחדכיווןהוכחה: 𝑝

ומתקייםקבועrאזשלמהמעלהקטנהrשלוהמעלהמכיווןאז 𝑝 = (𝑥 − 𝑎)𝑞 + 𝑟(𝑥 − 𝑎) 𝑟 = 𝑝(𝑎) = 0

לכן
.𝑝 = (𝑥 − 𝑎)𝑞

ריבויים.כוללשורשיםnהיותרלכלישפולינוםלכלבעבר)מסקנה:(ראינו

שדה סגור אלגברית אם לכל פולינום יש שורש.הגדרה:



כל פולינום מתפרק לגורמים לינאריים מעל שדה סגור אלגברית.מסקנה:

שלילימספרשלשורשלהיותצריךכזהמספרכילפולינוםפתרוןאיןכמשחק:התחילCהיסטורית 𝑥2 + 1 = 0
אלגברית.מסתדריםעדייןשדבריםראורגיל.אלגברהועשוסימנוואז 𝑖 = − 1

.iמחזוריותרגיל.כפלשלהכללהעםמלאכותיבאופן:Cהגדרת 𝑎 + 𝑖𝑏

𝑎.סדורים)כזוגותלהגדיראפשר(פורמלית + 𝑖𝑏 = 𝑐 + 𝑖𝑑 ⇔ 𝑎 = 𝑐 ∧ 𝑏 = 𝑑
שדה)הואכינוכיחשלמות.(בהמשךתחוםהואשהגדרנוהפעולותעםCכיבדקו

חלק ממשי חלק מדומה.הגדרה:

זיהוי המספרים הממשיים בתוך המספרים המרוכביםהגדרה:

המספר הצמודהגדרה:

מספר הוא ממשי אמ״ם שווה לצמוד שלו.תרגיל:

גיאומטריה של מרוכבים- מישור גאוס.

נורמה של מספר מרוכב, וזווית.הגדרה:

.אמ״םתרגיל: 𝑧 = 0||𝑧|| = 0

𝑧||2||(ממשי)צמודשלזהותטענה: = 𝑧 · 𝑧

.zל-הופכיהמספרלכלטענה 𝑧1

||𝑧||2 𝑧

ישיר מהזהות הקודמת.הוכחה:

שדה.Cמסקנה:

חילוק של מרוכביםמסקנה:

𝑖+1דוגמא:
2−2𝑖 = (1+𝑖)(2+2𝑖)

(2−2𝑖)(2+2𝑖) = −1+4𝑖
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(הוכחה עם טור טיילור)זהות אוילר

𝑒𝑖θ = 𝑐𝑜𝑠(θ) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(θ)

הצגה פולרית של מספר מרוכב
𝑒𝑖θ.כ-אותולרשוםניתןולכןהיחידהמעגלעלנמצא,1נורמהעםמספרכל



𝑧לרשוםניתן,zמרוכבמספרכל = ||𝑧|| · 𝑧
||𝑧|| = 𝑟 · 𝑒𝑖θ

ולכןהיאוהזוויתהיאהנורמה,דוגמא: 1 + 𝑖2π/41 + 𝑖 = 2𝑒𝑖π/4

3𝑒π𝑖אםהשני,בכיוון = 3(𝑐𝑜𝑠(π) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(π)) = 3((− 1) + 𝑖0) =− 3

משמעות גיאומטריה של פעולות.

אלגברית.סגורשדהCהוכחה):משפט(ללא

מציאת שורשים מרוכבים היא משימה מורכבת.

𝑧4המשוואהאתפתרודוגמא: =− 2 + 12𝑖

פתרון: נשווה נורמות:

ולכןכיכברידענוזה.לכן. |𝑧|4 = | − 2 + 12𝑖| = 4 + 12 = 4|𝑧| = 4 4 = 212 = 2 3
.| − 2 + 2 3𝑖| = 2 · | − 1 + 3𝑖| = 2 · 4 = 4

הלוח)על(ציורהשניברביעשנמצאמספרזה- 𝑎𝑟𝑔(− 2 + 12𝑖) = 𝑎𝑟𝑔(− 1 + 3𝑖)

.לכן 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛( 12
2 ) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛( 3) = π

3𝑎𝑟𝑔(− 2 + 12𝑖) = π − π
3 = 2π

3

לכן.בפורלית.אז 𝑧4 = 4(𝑐𝑜𝑠(120𝑜) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(120𝑜)) = 4𝑒𝑖2π/3(𝑟𝑒𝑖θ)4 = 4𝑒𝑖2π/3 
4θ = 2π

3 + 2π𝑘

ההעלאהאתולהדגיםהלוחעלהשורשיםאת(לצייר.,אזי θ
1

= π/6θ
2

= 4π/6θ
3

= 7π/6θ
4

= 10π/6

).4בחזקת

דיון על נוסחת שורשים.


