
לינארית)משוואותמערכתשל:(מטריצה5שיעור

בסקלר.וכפל-יותnחיבורתזכורת:

.F^mבוקטוריםnשלאחתוקטוריתלמשוואהשקולהנעלמיםnומשוואותmעלמשוואותמערכתדיון:

איך לתרגם מערכת למשוואה.דוגמא:

סיגמא.צירוף לינארי הוא ביטוי מהצורה… רישום גם עםהגדרה:

אם….-יותnסדרתשללינאריצירוףהיא-יהnשאומריםהגדרה:

𝑒.שלוסימוןהיחידהוקטורישללינאריצירוףלינארי,כצירוףהצגהדוגמא:
𝑖

….F^mבוקטוריםkבהנתןהלינארי:הצירוףמשוואת

הלינארי.הצירוךלמשוואתפתרוןקייםאםורקאםשל…לינאריצירוףהיא-יהnמסקנה:

האם משהו צירוף לינארי של וקטורים אחרים?תרגיל:

-יה.nב-מטריצהכפלהגדרה:

דוגמא:
יה,nב-מטריצהכפל.1
מתי מוגדר ומתי לא מוגדר..2
מקרה פרטי של משוואה אחת ( והגדרת מכפלה סקלרית).3
-יות.nסדרתשלהמטריצה.4
יחידה.יתnבמטריצהשלכפל.5

פתרון.ישלוקטורשווה-יותnה-סדרתשללמטריצהאמ״םלינאריצירוףהואוקטורמסקנה:

נוסחאות:
ניסוח של מכפלה עם סיגמה ואיך ״לדמיין" כפל מטריצה בוקטור..1
סקלרית.מכפלהבאמצעות-יהnב-מטריצהכפלשלניסוח.2

דוגמאות:
ולחברלמתוחזהבסקלרלהכפילחצים,שניכמוהעמודותעללחשובאפשרR^2ב-כלליות-רגילות/.1

זה כלל המגבילים.
יחידה.-יותnב-מטריצהשלהכפלה.2



מטריצת סיבוב:.3
אז.1.2.3סיבוב:מטריצתלגביטענות ||𝑣|| = ||𝑅𝑣||𝑅(λ𝑣) = λ(𝑅𝑣)||𝑣|| = 1

𝑎𝑟𝑔(𝑅𝑣) = 𝑎𝑟𝑔(𝑣) + θ
פולריתלהציגניתןמעגל.אותועלvו-Rv,1לפיאכן,מעלות.ב-vשלסיבובהוא,לכלמסקנה: 𝑣𝑅𝑣θ

,3לפי,2לפי.ו-כאשר 𝑣 = ||𝑣|| · 𝑒||𝑒|| = 1𝑎𝑟𝑔(𝑒) = 𝑎𝑟𝑔(𝑣)𝑅𝑣 = ||𝑣|| 𝑅𝑒
.לכן 𝑎𝑟𝑔(𝑅𝑒) = 𝑎𝑟𝑔(𝑒) + θ𝑎𝑟𝑔(𝑅𝑣) = 𝑎𝑟𝑔(𝑅𝑒) = 𝑎𝑟𝑔(𝑒) + θ = 𝑎𝑟𝑔(𝑣) + θ

.תמורהמטריצתנגדירתמורהלכלתמורה-מטריצת.4 σ ∈ 𝑆
𝑛

𝑃
σ

= (𝑒
σ(1)

,..., 𝑒
σ(𝑛)

)

𝑃).מתקיים
σ

· 𝑣)
𝑖

= 𝑣
σ(𝑖)

-יה:Nב-מטריצהכפלשלתכונות
פילוג-
סקלר יוצא החוצה-
אפס״.״מחלקישל.סוגx=0אוA=0כיאומרלא- 𝐴𝑥 = 0

הפתרונות של מערכת משוואות ליאנרית הומוגנית(כבר ראינו אבל ההוכחה פשוטה) הוכיחו כי אם קבוצתתרגיל:
.F^nשלחיבוריתחבורהתתהיא

הוכחה:
1.𝐴0 = 0
2.𝐴(𝑣 + 𝑢) = 𝐴𝑣 + 𝐴𝑢 = 0 + 0 = 0
3.𝐴(α𝑣) = α(𝐴𝑣)

.0ה-מטריצת.I_nסימוןהיחידה,מטריצתהגדרה:

.0b=0ו-Ib=bמתקיים,bלכלטענה:

כתיב מטריציוני של מערכת משוואות

משוואה מטריציונית לבין מערכת המשוואות.כתיב מטריציוני של מערכת משוואות ושקילות ביןטענה:

ניסוח של טענות משיעור קודם בשפה מטריוציונית:
אזי,תהא 𝐴 ∈ 𝑀

𝑚×𝑛
(𝐹)

להיותיכולפתרונות.(לאלפחותשישאופתרוןשאיןאולמערכתלכלאזאם.1 𝑚 < 𝑛𝑏𝐴𝑥 = 𝑏|𝐹|
פתרון יחיד)

.אמ״םיחידפתרוןישלמערכת,לכלאזאם.2 𝑚 = 𝑛𝑏𝐴𝑥 = 𝑏𝐴 = 𝐼

יחיד.פתרוןישלמערכתלכלאזיחידפתרוןיששלמערכתכךוקיים,אםמסקנה: 𝑚 = 𝑛𝑏𝐴𝑥 = 𝑏𝑏𝐴𝑥 = 𝑏



.Aשלהקנוניתהמדרגותצורתהיאכיונניחתהאמשפט: 𝐴 ∈ 𝑀
𝑚×𝑛

(𝐹)𝐴'

פתרון.איןשלמערכתכךbקייםאמ״ם,0שורתיש'Aב- 𝐴𝑥 = 𝑏
הוכחה:

פתרון.ישAx=bלמערכתbלכלולכןסתירהשורתלהתקבליכולהלאאז,0שורתאין'Aב-אם
שורתוקיימתמדורגת'Aו-מכיוון.ב-הדירוגפעולותאתנסמן,0שורתיש'Aב-אם 𝑓

𝑘
(𝑓

𝑘−1
(... (𝑓

1
(𝐴)...) = 𝐴'

ונגדירנגדיר.0שורתהיאהאחרנההשורהבהכרח,0 𝑏' = (0,.... 0, 1) ∈ 𝐹𝑚

למערכתנגיעשנדרגלאחרשכןפתרוןאיןלמערכת. 𝑏 = 𝑓
1

−1(𝑓
2

−1(.... (𝑓
𝑘−1

−1(𝑏')...) ∈ 𝐹𝑚𝐴𝑥 = 𝑏𝐴'|𝑏'

והשורה האחרונה בה היא שורת סתירה.

פתרון.איןAx=bשלמערכתכךbקייםאזn<mש-כךmxnמטריצהAאםמסקנה:
.0שורתישבהכרחAשלהמדרגותבצורתהוכחה:

יחיד.פתרוןקייםלכלאזפתרון,קייםולכלאםמסקנה: 𝑛 = 𝑚𝑏𝑏
חייבתזוולכןמדרגהנפתחהשורהבכלולכן0שורתאיןAשלהקנוניתבצורהאזפתרוןקייםbלכלאםהוכחה:

יחיד.פתרוןקייםbלכללכןהיחידה.מטריצתלהיות

שקולים:הבאים.תהאמשפט: 𝐴 ∈ 𝑀
𝑛
(𝐹)

1.Aל-שורותשקולתI_n
יחיד.פתרוןישAx=bלמערכת,bלכל.2
פתרון.ישAx=bלמערכתbלכל.3
יחיד.פתרוןישAx=0למערכת.4
יחיד.פתרוןישAx=bשלמערכתכךbקיים.5

טריוויאלי3גורר2ראינו2גורר1הוכחה:
ראינו.1גורר3
המסקנה.לפי2ל-שקול5ו-טריוויאלי,5גורר4טריוויאלי,4גורר3

פולינוםויחידקייםכיהראויהיו.nממעלהפולינוםיהיותרגיל: 𝑝(𝑥) = 𝑎
0

+ 𝑎
1
𝑥 +... + 𝑎

𝑛
𝑥𝑛𝑏

0
,..., 𝑏

𝑛
∈ 𝑅

כך ש-

𝑝(0).א. = 𝑏
0
   𝑝'(0) = 𝑏

1
,...,  𝑝(𝑛)(0) = 𝑏

𝑛

𝑝(1).ב. = 𝑏
0
 𝑝'(1) = 𝑏

1
,....  𝑝(𝑛)(1) = 𝑏

𝑛

סדרת העמודות של מטריצה

Aמטריצהובהנתןסימון)לה(שאיןמטריצהמתאימה-יות),mשל-יהnעם(ניסוחסדרהבהנתןהגדרה:
)גם(נסמןעמודותסדרתמתאימה 𝐶

𝑖
(𝐴)𝑅

𝑗
(𝐴)

שתי שאלות מעניינות אתנו:
שקולים)(ניסוחים:1שאלה
פתרון?ישלמערכתbלכלהאם.1 𝐴𝑥 = 𝑏



העמודות?סדרתשללינאריצירוףהואbכלהאם.2

ע״י כפל המטריצה.סדרה פורשת (מקרה של מספר סופי של וקטורים) ניסוחהגדרה:
האםלשאולוקטורים.שלושהשלדוגמאגםלתתגיאומטרית.ומשמעותR^2ב-פורשתלסדרהדוגמאדוגמא:

פורש?1וקטורלמצואניתן
:2שאלה
yו-xאםיחידות,מנסחיםקיים?(לכל?היטבמנוסחתלאשאלהיחיד?פתרוןישלמערכתהאם.1 𝐴𝑥 = 𝑏

שתי פתרונות אז הם שווים)
ניתןאםכלומרשווים?האופניםאזאופניםבשניהעמודותשללינאריכצירוףלרשוםניתןהאם,bלכל.2

לרשום אז באופן יחיד.

יחידי).לינאריצירוףפתרוןקייםעבורוbלכלע״יזמנית(הגדרהבת״ל-יותnסדרתשלהגדרה:

?3למצואאפשרהאםלשאול,1וקטורושלוקטוריםשנישלדוגמאלתתR^2ב-דוגמא:

פתרון (קיום ויחידות)בסיס (בת״ל ופורשת) כלומר לכל וקטור קיים ויחידהגדרה:

דוגמאות-
הבסיס הסטנדרטי.1
בסיס לא סטנדרטי.2
דוגמא לקבוצה פורשת שאינה בת״ל וקבוצה בת״ל שאינה פורשת..3

למשוואהכיהראו.R^3ב-נוספותשלשותשתייהיו.R^3שלבסיסu,w,vיהיתרגיל: 𝑥, 𝑦
.מהצורהיחידפתרוןיש 𝑠𝑢 + 𝑡𝑤 + 𝑟𝑣 + 𝑙𝑥 = 𝑦(𝑠, 𝑡, 𝑟, 𝑙) = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 5)


