
-יות)nלמרחביפורשתבת״לF^nב-לינאריתאלגברה:(6שיעור

-יות.nה-מרחב

שאפשרמסוימותתכונותעםביחד.FמהשדהבסקלרוכפלהחיבורפעולתעםיחבF^nבקבוצהמתרכזיםאנו
וקטורי״.״מרחבשנקראמבנההיא>F^n,+,x<השלשה,מתקיימותשאכןלוודא

בסקלר.לכפלשסגורהF^nשלחיבוריתחבורהתתזומרחבתתהגדרה:

דוגמאות:
משתנים.nעם,Fמעלהומוגניתלינאריתמשוואותמערכתשלהפתרונותקבוצת.1
.xב-0עםהרכיביםכלקבוצת.2
כל אלא שסכום הרכיבים הזוגיים שווה לסכום הרכיבים האי זוגיים..3
לא תת מרחב, הרביע הראשון, קבוצת הפתרונות של לא הומוגנית..4

היא תמ״וקבוצת הפתרונות של מערכת משוואות לינארית הומוגניתטענה:
הוכחה: ראינו זאת בשיעור הקודם.

תת מרחב סגור לצירופים לינארים.טענה:
באינדוקציה.הוכחה:

אם:ורקאםAקבוצהתתעבורמרחב)תת(בוחןטענה:
Aל-שייך1.0
2.Aלחיבורסגורה
סגורה לכפל בסקלר.3

מרחב.תתAאזי

זה נובע מסגירות לכפל בסקלר וכך ש- .לפי המשפט של חבורות נותר לבדוק סגירות לנגדי,הוכחה:

ריקה״.ל-״לא1אתלהחליףאפשרתרגיל:

חיתוך של תתי מרחב הוא תת מרחב.טענה:
תרגיל.הוכחה:

סדרות פורשת:

-יות.nשלסופיתסדרהשלספאןהגדרה:

סופי מבינהם.ספאן של קבוצת וקטורים כצירוף לינארי של מספרהגדרה:

ההגדרות שקולות עבור קבוצה סופית.תרגיל:



לספאן וציור הקבוצה המתקבלת.דוגמא:

).sp(Kב-מוכלKתרגיל:

ספאן של וקטורים הוא תת מרחב.טענה:

פתרון.ישAx=bשלמערכתכךbה-כלזהוקטוריםשלסופימספרשלספאןהערה:

בדיקה כי וקטור נמצא בספאן.דוגמא:

סדרה פורשת אם״ם הספאן שלה שווה לכל המרחב.טענה:

וקטורים.קבוצת פתרונות של מערכת הומוגנית היא ספאן שלטענה:

האם כל תת מרחב הוא ספאן של וקטורים?דיון:

הומוגנית.כל ספאן של וקטורים הוא קבוצת פתרונות של מערכתטענה:
להכליל למקרה הכללי את הרעיון מהדוגמא הבאה:הוכחה:

לאיך יוצרים מערכת משוואות שמתאימה לספאן?דוגמא:

כל תת מרחב הוא גם קבוצת פתרונות.אם כל תת מרחב הוא ספאן של וקטורים אזדיון(מסקנה):

שרשור של סדרות.הגדרה:

uאמ״ם)sp(VUu)=sp(Vאזיפורשת.המורכבתהסדרהכינניחנוסף,וקטורuו-סדרהv_1,...,v_nתהיטענה:
בספאן.

סדרה בת״ל

סדרה.שלLDהלינאריותהתלויותמרחבהגדרתוקטורים,שללינאריתתלותהגדרה:

.LDשלולחיושבלינאריתלתלותדוגמא:

.AX=0המערכתשלהפתרונותקבוצתהיא)LD=Sols(Aהערה:

,+.F^mשלמרחבתתהואהלינאריותהתלויותמרחבטענה:
תרגיל.הוכחה:

תרגילים:
בת״ל.לסדרהשייכתלא0ה--יתnכיהוכיחו.1



0לאהוקטוראמ״םבת״להיאאחדאיברבעלתסדרהכיהוכיחו.2
כל תת קבוצה בת״ל של סדרה בת״ל היא בת״ל..3

הלינארי.הצירוףבמשוואתהפתרוןיחידותמתקיימתbלכלאםבת״לסדרההגדרנודיון:
שקול:שזהמסתברהפתרון.יחידותשישכךbקייםהאםלשאולגםיכולנו

הבאים שקולים:טענה:
יחיד.פתרוןישלמערכת.1 𝐴𝑥 = 0
יחיד.פתרוןישAx=bשלמערכתכךbקיים.2
.אזאם,bלכל.3 𝐴𝑥

1
= 𝑏,  𝐴𝑥

2
= 𝑏𝑥

1
= 𝑥

2

נובע.3ולכלמדרגהנפתחהעמודהבכל,Aשלהמדרגותבצורתאזנכון,2אםברור.2גורר1הוכחה:
פתרון.ישתמידההומוגניתלמערכתכי1גורר3

הגדרה חדשה של בת״ל, יותר נוח כי זה פחות לבדוק.הגדרה:

סדרה בת״ל אמ״ם מרחב התלויות שלה הוא המרחב הטריוויאלי.טענה:

האחרים.שללינאריצירוףאמ״םש-כךקייםשימושית:טענה 𝑥 ∈ 𝐿𝐷(𝑢)𝑥
𝑖

≠ 0𝑢
𝑖

uאמ״םבת״לתשארהיא,uהוספתאחריאזינוסףוקטורuויהיבת״לוקטוריםסדרתv_1,...v_nתהיטענה:
לא בספאן.

.v_1,...v_nעבורשקוליםהבאיםמסקנה:
בת״ל.1
אף אחד לא צירוף לינארי של קודמיו(בספאן של קודמיו כאשר מתייחסים גם לסדרה הריקה).2
אף אחד לא צירוף לינארי של האחרים..3

הוכחה:
שלסדרהכתתבת״ל}v_1,...,v_{k-1אזקודמיושללינאריצירוףהואv_kו-בת״לכיבשלילהנניח2גורר1

סדרהתתשהיאלכךסתירהבת״ל,לאכברהיאהקודמתהטענהלפילסדרה,v_kאתמוסיפיםוכאשרבת״ל
של סדרה בת״ל.

וקטורלאv_1בהכרח,k=1עבורבת״ל.v_1,...,v_nגםואזבת״לv_1,...,v_kכינוכיחבאינדקציה,1גורר2
התרגיללפיבת״לסדרהזוולכןקודמיו).שלבספאןהוא(כיקודמיושללינאריצירוףהואהאפסוקטורשכן0ה-

וקיבלנוהאינדוקציה(הנחת(לפיבת״ללסדרהאיברמוסיפיםאנחנובצעדואזkל-נכונההטענהכינניחהשני.
קודמיו.שללינאריצירוףלאv_k+1שכןהקודמתהטענהלפיהשלישי)התרגיל(לפיבת״לסדרה

טריוויאלי,2גורר3
ישאזכך,עלשמעידהלינאריתתלותוניקחהאחריםשללינאריצירוףשהואוקטורשקייםבשלילהנניח,3גורר2
iואז,0אינושהמקדםבתלותמקסימליv_iסתירה.קודמיו,שללינאריצירוףהואהמתאים

פנימי על היחס בין הוקטורים. שימו לב שלא נוחאם כך המשמעות של בת״ל ברור כעת, היא אומרת משהודיון:
לעבוד עם ההגדרה הזו ״אך וקטור אינו צירוף לינארי של האחרים״ כי זה הרבה לבדוק ולכן ההגדה שנתנו יותר

שימושית.



בת״ל.היא0שאינןהשורותסדרתמדורגת,במטריצהטענה:
שורות.k+1ל-ונוכיח,kל-נכוןכינניחקודמיו.שללינאריצירוףאינווקטוראףכיבאינדוקציהנוכיחהוכחה:

שלהמקדםבהכרחאז0היאהראשונההשורההוקטוררקהראשון,שברכיבמכיווןשמתאפס,לינאריצירוףניקח
.0הואהראשונההשורה
מדורתמטריצהמתקבלתעדייןהראשונה,השורהאתמחוקיםאנואםכילבנשים.k+1,...2השורותאםנותרנו

.0הםשלההמקדמיםכלגםהאינדוקציההנחתלפיולכןשורותkעם

תרגיל:
בת״ל.הסדרהיוצרלסדרהשרשורםאזבספאןלאבת״לu_1,u_2ובת״לv_1,...,v_nאםהוכיחו/הפריכו-

מספר הוקטורים בסדרות בת״ל פורשות ובסיס:

.Uאתשפורשתבת״לקבוצהזוUשלבסיסתמ״ו,Uיהיהגדרה:

nמ-פחותמשפט: nפורשות.לא-יות

bקייםולכןהעמודותממספרגדולהשורותמספרכישםמתקייםהסדרה,הןשעמודותיהמטריצהנבנההוכחה:
פורשת.לאהסדרהולכןפתרוןאיןAx=bשלמערכתכך

,nמ-יותרמשפט: nבת״ל.לא-יות

פתרונות.אינסוףישAx=0למערכתולכןהשורותממספרגדולהעמודותמספראזBמטריצה,נבנההוכחה:

איברים.nבדיוקישF^nשלבסיסבכלמסקנה:
פורש.לאאיבריםnמ-ופחותבת״ללאאיבריםnמ-יותרהוכחה:

מה לגבי תתי מרחב? האם מספר האיברים בבסיס שלהם קבוע?

:BהןשעמודותיההמטריצהאתAב-ונסמן-יותnסדרתBתהאמסקנה:
Bאמ״םבסיסAלרשימה)להוסיף(אפשרהיחידה.למטריצתשורותשקולת

הוכחה:

Aאםקודם,משיעורמשפטלפיריבועית.Aקודמת,טענהלפיאזאיברים.nישBב-אזבסיסBאםראשון:כיוון
בסיס)Bכי(נכוןיחידפתרוןישAx=bלמערכתbולכלריבועית

.I_nל-שורותשקולתAאז

בסיס.BלפיולכןיחידפתרוןישAx=bלמערכתbלכלאזהיחידהלמטריצתשורותשקולתBאםשני:כיוון

בסיס:שהסדרהלכךשקוליםמהבאיםשנייםכלוקטורים,mבעלת-יותnסדרתעבור):3מתוך2(משפט



בת״ל.1
פורשת.2
3.n=m.

הוכחה:

.1+32+3גורר1+2כיברור
.2גורר1+3ו-1גורר2+3כילהוכיחנותר

זהקודםמשיעורמשפטולפייחידפתרוןישAx=0ולמערכתריבועיתהמתאימההמטריצהאזובת״לn=mאם
קודם.משפטלפיבסיסBש-לכךששקולI_nל-שורותשקולתAש-לכךשקול

בסיס.Bש-לכךשקולזהקודםמשיעורמשפטלפיושובפתרוןישAx=bלמערכתbלכלאזופורשתn=mאם

בסיס.גםv_1+v_1,v_2+v_1,...,v_n+v_1אזיבסיסBיהילשימוש:דוגמא


