
מטריצה)והפיכותמטריצות:(אלגברת7שיעור

ראינו את הקשר בין מטריצות לבין מערכת משוואות. למטריצה יש עוד שימושים, בשימושים אלה נוח להשתמש
בפעולות בין מטריצות.

בחוג.רכיביםעםהמטריצותאתומסמניםחוגקובעיםאנחנו < 𝑅, +, ·>𝑀
𝑚×𝑛

(𝑅)

מטריצה של פולינומים.דוגמא:

כללי.שיוויון מטריצות והגדרת מטריצה באמצעות איברתזכורת:

פעולות בין מטריצות- חיבור כפל בסקלרהגדרה:

טענה:
אסוצ׳.1
קומ׳.2
פילוג ביחס לשתי הכפולות.3
אזשלמותתחוםאם.4 𝑅α𝐴 = 0 ⇔ α = 0 ∨ 𝐴 = 0

בהמשך)כךעלונדברR^nxmכמו״״ממששזה(דיוןמטריצותשללינאריצירוףהגדרה:

-יה.nב-מטריצהכפלשלהכללה-יה,nב-מטריצהכפלבאמצעותמוגדר)מתיעל(דיוןמטריצותכפלהגדרה:

.לביןביןנבדילזו,מנקודההערה: 𝐹𝑛 = 𝑀
𝑛×1

(𝐹)𝑀
1×𝑛

(𝐹)

כפל מטריצות.איבר כללי בתוצאת מכפלת מטריצות. איך ״לדמיין״נוסחא:

טענה:
אסוצ׳..1
פילוג..2
הוצאת סקלר..3
.0ה-מטריצתהיחידה,מטריצת.4
כפל של מטריצה אלכסונית..5

טענה:
אין קומ׳..1
מטריצה מתחלפת עם כל מטריצה אמ״ם היא סקלרית..2
.0מחלקייש.3

יחידה.עםחילופילאחוגהינוטענה: < 𝑀
𝑛
(𝑅), +, ·>



בסקלרוכפלכפלחיבור,פעולת(יששדה.מעלאלגברהנקראהמבנהשדהFאםהערה: < 𝑀
𝑛
(𝐹), +, ·, ·

𝐹
>

אבל הכפל לא יוצר חבורה, כלומר, כמו חוג רק שיש גם כפל בסקלר)

סימטריתטרנספוז של מטריצה, הגדרת מטריצה סימטרית ואנטיהגדרה:

חוקי טרנספוז.טענה:

.R^nשלבסיסהיאהאםלקבוע-יותnסדרתבהנתן:1שאלה
מספיק להוכיח כי בת״ל, שקול לכך שכשמדרגים מקבלים יחידה.

ישלהןהמטריצותאתנוסיףולמעשהבכפל?הופכיישאיבריםלאיזהמטריצות,אלגברתשלבמבנה:2שאלה
הופכי בכפל לרשימה הארוכה.

(דיון- נראה כי השאלות שקולות, כלי אלגברי לפתרון שאלה כביכול לא קשורה.)

𝐴.ותהאשדהFיהיהגדרה: ∈ 𝑀
𝑚×𝑛

(𝐹)

)ובהכרח(בהכרח.ש-כךBקיימתאםמימין,הפיכהנקראת.1 𝐴 · 𝐵 = 𝐼𝐼
𝑚

𝐵 ∈ 𝑀
𝑛×𝑚

(𝐹)

)ובהכרח(בהכרחש-כךBקיימתאםמשמאל,הפיכהנקראת.2 𝐵 · 𝐴 = 𝐼𝐼
𝑛

𝐵 ∈ 𝑀
𝑛×𝑚

(𝐹)

.ש-כךקיימתאםהפיכהנקראת.3 𝐵𝐴 · 𝐵 = 𝐼
𝑚

∧ 𝐵 · 𝐴 = 𝐼
𝑛

הפיכה.Aכישהוכחנואחרירקכךלרשוםמותר-סימון: 𝐴−1

האפס, מטריצה עם שורת אפסים, מטריצה עםמטריצת היחידה, מינוס מטריצת היחידה, מטריצתדוגמאות:
עמודת אפסים, מטריצה אלכסונית, מטריצת סיבוב. דוגמא להפיכה מימין.

הפיכה.לאהיאאז0עמודתאו0שורתישבמטריצהאםהפיכה.לא0ה-מטריצתהפיכה,היחידהטענה:
מטריצה)אותהבהכרח(לאהפיכההיאאזמשמאלוגםמימיןגםהפיכהאםטענה: 𝐴 ∈ 𝑀

𝑚𝑥𝑛
(𝐹)

ולכןש-כךו-ש-כךXישהוכחה: 𝑋𝐴 = 𝐼
𝑛

𝑌𝐴𝑌 = 𝐼
𝑚

𝑋 = 𝑋𝐼
𝑚

= 𝑋(𝐴𝑌) = (𝑋𝐴)𝑌 = 𝐼
𝑛
𝑌 = 𝑌

אם מטריצה הפיכה אז יש הופכית יחידה.מסקנה:
נשתמשהופכיותשתיישAל-אםולכןלשמאליתהימניתההוכפיתביןשיוויוןהקודמתבטענההוכחנוהוכחה:

מטענה הקודמת כדי להסיק שיוויון.

טענה:
.ו-הפיכהאםהפיכהAאם.1 𝐴−1(𝐴−1)−1 = 𝐴

2.Aו-הפיכהאמ״םהפיכה. 𝐴𝑡(𝐴−1)𝑡 = (𝐴𝑡)−1



.ו-הפיכהאזיהפיכות,.3 𝐴 ∈ 𝑀
𝑚×𝑘

(𝐹),  𝐵 ∈ 𝑀
𝑘×𝑛

(𝐹)𝐴 · 𝐵(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1

טענות מתאימות.מה ניתן לומר על הפיכות מימין ומשמאל? נסו לנסחתרגיל:

משפט:
)ולכןפורשותAעמודות(אמ״םפתרוןישלמערכתbלכלאזמימיןהפיכהאם.1 𝐴𝐴𝑥 = 𝑏𝑚 ≤ 𝑛
)ולכןבת״לAעמודות(אמ״םיחידפתרוןישלמערכתאזמשמאלהפיכהAאם.2 𝐴𝑥 = 0𝑚 ≥ 𝑛
).ולכןבסיסAעמודות(אמ״םיחידפתרוןישלמערכתלכלאזהפיכהAאם.3 𝑏𝐴𝑥 = 𝑏𝑚 = 𝑛

הוכחה:
ולכןנגדיר,bיהיאזשלמערכתכךBישאם.1 𝐴𝐵 = 𝐼𝑥 = 𝐵𝑏𝐴𝑥 = 𝐴(𝐵𝑥) = (𝐴𝐵)𝑥 = 𝐼𝑥 = 𝑥

ולכן יש פתרון.
ולכןאזפתרוןxו-שלמערכתכךBישאם.2 𝐵𝐴 = 𝐼𝐴𝑥 = 0𝑥 = 𝐼𝑥 = (𝐵𝐴)𝑥 = 𝐵(𝐴𝑥) = 𝐵0 = 0

כרגע).זאתנוכיחלאאךנכוןהשניהכיוון(גםהטריווויאלי.הפתרוןהואxלכן
הקודמים).השניים(לפייחידפתרוןישלמערכתbלכלאזהפיכה,Aכינניח.3 𝐴𝑥 = 𝑏

ריבועית.AאזהפיכהAאםמסקנה:
היא הפיכה מימין ומשמאל  ולכן בהכרח ריבועית.הוכחה:

1.
מה לגבי הכיוון השני? נוכיח שהוא גם נכון.

)ולכןפורשותAעמודות(אמ״םפתרוןישלמערכתbלכלאזמימיןהפיכהמשפט: 𝐴𝐴𝑥 = 𝑏𝑚 ≤ 𝑛

עבורולכןש-כךישלכלבפרטפתרון,ישbלכלאםראינו,אחדכיווןהוכחה: 𝑒
1
,..., 𝑒

𝑚
∈ 𝐹𝑚𝑏

𝑖
∈ 𝐹𝑛𝐴𝑏

𝑖
= 𝑒

𝑖

.נקבל)כאמור(מטריצההןשעמודותיהBהמטריצה 𝑏
1
,..., 𝑏

𝑚
𝑛 × 𝑚𝐴 · 𝐵 = 𝐼

𝑚

מטריצות.פעולה אלמנטרית היא פונקציה ממרחב מטריצות למרחבתזכורת:

אלמנטריתפעולהתהאמוגדר.שהכפלכךמטריצותיהיומטריצות):וכפלדירוגבין(היחסטענה 𝐴, 𝐵𝐴 · 𝐵
.אזי.כלשהי φφ(𝐴 · 𝐵) = φ(𝐴) · 𝐵

אתלבצעכמוזהBבמטריצהלהכפילואזהשמאליתהמטריצהעלהאלמנטריתהפעולהאתלבצעבמילים:
הפעולה האלמנטרית על המכפלה.

𝑓:לדוגמאלעשותבנוסחא.ושימושהאלמנטריותמהפעולותאחתכלעבורבדיקההוכחה:
𝑅

𝑖
→𝑅

𝑖
+α𝑅

𝑗

=: 𝑔

ו- 𝑔(𝐴𝐵)
𝑠𝑡

= (𝐴𝐵)
𝑠𝑡

  𝑠 ≠ 𝑖𝑔(𝐴𝐵)
𝑖𝑡

= (𝐴𝐵)
𝑖𝑡

+ α(𝐴𝐵)
𝑗𝑡

ולכןאזאםולכןזאת,לעומת (𝑔(𝐴)𝐵)
𝑠𝑡

=
𝑟=1

𝑘

∑ 𝑔(𝐴)
𝑠𝑟

𝐵
𝑟𝑡

𝑠 ≠ 𝑖𝑔(𝐴)
𝑠𝑟

= 𝐴
𝑠𝑟

(𝑔(𝐴)𝐵)
𝑠𝑡

=
𝑟=1

𝑘

∑ 𝑔(𝐴)
𝑠𝑟

𝐵
𝑟𝑡

=
𝑟=1

𝑘

∑ 𝐴
𝑠𝑟

𝐵
𝑟𝑡

= (𝐴𝐵)
𝑠𝑡

= 𝑔(𝐴𝐵)
𝑠𝑡



(𝑔(𝐴)𝐵)
𝑖𝑡

=
𝑟=1

𝑘

∑ 𝑔(𝐴)
𝑖𝑟

𝐵
𝑟𝑡

=
𝑟=1

𝑘

∑ (𝐴
𝑖𝑟

+ α𝐴
𝑗𝑟

)𝐵
𝑟𝑡

=
𝑟=1

𝑘

∑ 𝐴
𝑖𝑟

𝐵
𝑟𝑡

+ α
𝑟=1

𝑘

∑ 𝐴
𝑗𝑟

𝐵
𝑟𝑡

= (𝐴𝐵)
𝑖𝑡

+ α(𝐴𝐵)
𝑗𝑡

= 𝑔(𝐴𝐵)
𝑖𝑡

מטריצה אלמנטרית.הגדרה:
.וה-ה-השורותהחלפתבאמצעותמ-המתקבלתהמטריצה 𝐸

𝑅
𝑖
↔𝑅

𝑗

= 𝑓
𝑅

𝑖
↔𝑅

𝑗

(𝐼)𝐼𝑖𝑗

.ב-iה-השורההכפלתבאמצעותIמ-המתקבלתהמטריצה 𝐸
𝑅

𝑖
→α𝑅

𝑖

= 𝑓
𝑅

𝑖
→α𝑅

𝑖

(𝐼)α

לשורהבסקלרמוכפלתjה-השורההוספתבאמצעותמ-המתקבלתהמטריצה 𝐸
𝑅

𝑖
→𝑅

𝑖
+α𝑅

𝑗

= 𝑓
𝑅

𝑖
→𝑅

𝑖
+α𝑅

𝑗

(𝐼)𝐼α

.iה-

.אזאלמנטריתפעולהאםטענה: φφ(𝐴) = 𝐸
ϕ

𝐴

φ(𝐴).הוכחה: = φ(𝐼 · 𝐴) = φ(𝐼) · 𝐴 = 𝐸
φ

𝐴

כל מטריצה אלמנטרית היא הפיכה.טענה:
כינוכיחלה.ההופכיתהאלמנטריתהפעולהותהאאלמנטריתמטריצהכינניחהוכחה: 𝐸

ϕ
ψ

.אחד,כיווןלדוגמא. 𝐸
ϕ

· 𝐸ψ = 𝐸
ψ

· 𝐸
φ

= 𝐼𝐸
φ

𝐸
ψ

= φ(𝐼) · ψ(𝐼) = φ(𝐼 · ψ(𝐼)) = φ(ψ(𝐼)) = 𝐼

כמה דוגמאות למטריצות אלמנטריות.דוגמאות:

משפט:
משמאל.הפיכהAאמ״םיחידפתרוןישלמערכת.1 𝐴𝑥 = 0
לשקילות)(להוסיףהפיכה.Aאמ״םיחידפתרוןישAx=bלמערכתbלכל.2

הוכחה:
מהצורהלמטריצהשורותשקולתאזיחיד,פתרוןישלמערכתאם.1 𝐴𝑥 = 0𝐴 ∈ 𝑀

𝑚×𝑛
(𝐹)

האלנטריותהמטריצותותהיינההאלמנטריותהפעולותע״ינניח 𝐽 = (𝐼
𝑛
|0

(𝑚−𝑛)×𝑛
)𝑡𝑓

1
,..., 𝑓

𝑛

ולכןאזיהמתאימות 𝐸
1
,..., 𝐸

𝑛
𝑓

𝑛
(𝑓

𝑛−1
(... (𝑓

2
(𝑓

1
(𝐴)))...) = 𝐽

(*)𝐸
𝑛
𝐸

𝑛−1
.... 𝐸

1
𝐴 = 𝐽

𝐽𝑡קל:תרגיל · 𝐽 = 𝐼
𝑛

ונקבלב-האגפיםמשני(*)המשוואהאתנכפיל 𝐽𝑡

(𝐽𝑡𝐸
𝑛
.... 𝐸

1
) · 𝐴 = 𝐽𝑡𝐽 = 𝐼

𝑛

משמאל.הפיכהAולכן

היחידהלמטריצהשורותשקולתAאזיחידפתרוןישלמערכתbלכלאם.2 𝐴𝑥 = 𝑏

הפיכות.מטריצותכמכפלתהפיכהAאזולכן 𝐸
𝑛
𝐸

𝑛−1
.... 𝐸

1
𝐴 = 𝐼𝐴 = (𝐸

1
)−1... (𝐸

𝑛−1
)−1(𝐸

𝑛
)−1

וזה מסיים את הוכחת המשפט.



אלגוריתם למציאת המטריצה ההופכית:מסקנה:

.לכןמתקייםאזIל-Aאתמדרגיםאםכיראינובהוכחה 𝐸
𝑛
𝐸

𝑛−1
.... 𝐸

1
𝐴 = 𝐼𝐴−1 = 𝐸

𝑛
𝐸

𝑛−1
.... 𝐸

1
𝐼

דברשלובסופוהיחידהמטריצתעלמבצעיםליחידהלהגיעכדיAעלשמבצעיםפעולותאותןאתהאלגוריתם:
מתקבלת המטריצה ההופכית.

דוגמא לאלגוריתם.

:Aריבועיתמטריצהעבורשקוליםהבאיםמשפט:
1.Aמימיןהפיכה
2.Aמשמאלהפיכה
הפיכה..3 𝐴
אלמנטריותמטריצותשלמכפלההיא.4 𝐴

Aעמודותקודמותטענותלפיאז1אםלחוד.3אתגורר2ו-1מ-אחדכלכינראה.2ו-1גורר3כיברורהוכחה:
לפיהיחידה.למטריצתשורותשקולתAולכןבסיסAעמודותכי3מתוך2מ-נובעריבועיתAו-מכיווןפורשות,
גורר3לגביהפיכה.היאהפיכותמכפלתכיראינו3גורר2.4עםדבראותוהפיכה.Aכינובעהקודמתהמסקנה

4,

הפיכות.Bו-Aאמ״םהפיכהABריבועיות,A,Bעבורמסקנה:
מימיןהפיכהAולכןאזלה,ההופכיתהמטריצהאתCב-נסמןהפיכה,ABאםהוכחה: 𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐼
.Bל-דבראותוהפיכה.ובפרט

הפיכות.A,BאזהפיכהABאם,A,Bמטריצותשתילכלהפריכו,הוכיחו/תרגיל:

שקוליםהבאים,Aריבועיתמטריצהעבור(בנתיים):מסכםמשפט
1.A.הפיכה
2.Aהיחידה.למטריצתשורותשקולת
יחיד.פתרוןישלמערכתbלכל.3 𝐴𝑥 = 𝑏
יחיד.פתרוןישלמערכת.4 𝐴𝑥 = 0
יחיד.פתרוןיששלמערכתכךbקיים.5 𝐴𝑥 = 𝑏
6.Aמימיןהפיכה
7.Aמשמאלהפיכה
בסיסAשורות.8
בת״לAשורות.9

פורשות.Aשורות.10

הפיכה.11 𝐴𝑡




