
גדולים)של:(אלגברה1שיעור
בתוכנית: פעולות אלגבריות כפונקציות, סגירות לפעולה, תורת החבורות.

הרחבה:
הגדרה-פעולה בינארית על קבוצה (בניגוד לפונקציות נהוג לסמן בין האיברים), תכונות- חילופיות, אסוציאטיביות.

מוגדר:לא.maxתמורות,הרכבתפונקציות,הרכבתוקטורית,מכפלהסקלרית,מכפלהכפל,חיבור,דוגמאות-
חילוק, שורש ועוד.

סגירות לפעול- הגדרה קבוצה סגורה לפעולה.

הגדרת חבורה:
:*בקבוצהלפעולהשסגורהGקבוצהשלסדורזוגהיאחבורה 𝐺 × 𝐺 → 𝐺   
כך ש:
הפעולה אסוצייאטיבית .)1
קיים איבר יחידה (הגדרה על שני הצדדים).)2
לכל איבר קיים איבר הופכי (הגדרה לשני הצדדים).)3

ללא קיום של איבר הופכי המבנה נקרא מונואיד.הגדרה:
דוגמאות:

-Zחיבורעם
-Nמונואידכןחבורהלאחיבורעם
-RחיבורעםRמונואיד.לאחבורהלאכפלעם
-Rחבורה,כןכפלעם0ללא
חבורת התמורות,-
חבורת השאריות עם חיבור.-

חבורה.אז,,עלפעולהנגדירקבוצה,Aו-חבורהGתהא- 𝐺𝐴𝑓 * 𝑔(𝑎) = 𝑓(𝑎) * 𝑔(𝑎)< 𝐺𝐴, *>

הקודמות)הדוגמאותעל(לעבור.אםאבליתנקראתחבורההגדרה: ∀𝑥, 𝑦. 𝑥 * 𝑦 = 𝑦 * 𝑥

טענה: איבר יחידה הוא יחיד (גם במונואיד)
𝑒אזנוסףהופכיאיבר'eאםהוכחה: = 𝑒𝑒' = 𝑒'

𝑒.סימון
𝐺

, 1
𝐺

, 0
𝐺

טענה: איבר הופכי הוא יחיד
𝑏.אזaל-הופכייםאיברים'b,bיהיהוכחה: = 𝑏𝑒 = 𝑏(𝑎𝑏') = (𝑏𝑎)𝑏' = 𝑒𝑏' = 𝑏'

,𝑎−1סימון: − 𝑎
רקורסיבית:נגדירו-לכלהגדרה: 𝑎 ∈ 𝐺𝑛 ∈ 𝑁

ו- 𝑎0 = 𝑒
𝐺

𝑎𝑛+1
= 𝑎 ∗ 𝑎𝑛

𝑎−𝑛.נגדירשלילישלםמספרעבור = (𝑎−1)𝑛



אזי,חבורהGתהאתרגיל: 𝑎 ∈ 𝐺

,(𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1 , (𝑎𝑖)
−1

= (𝑎−1)𝑖𝑎
𝑧

1
+𝑧

2
= 𝑎

𝑧
1 * 𝑎

𝑧
2,    (𝑎

𝑧
1)

𝑧
2 = 𝑎

𝑧
1
𝑧

2,

Gב-יחידפתרוןקייםxa=bלמשוואהטענה:

.ואזנגדירלדוגמאכיפתרוןקייםהוכחה: 𝑥 = 𝑏𝑎−1(𝑏𝑎−1)𝑎 = 𝑏(𝑎−1𝑎) = 𝑏𝑒 = 𝑏
אזערכיחדיחסולכןפונקציההיא(הפעולהימיןהמשוואהאגפישניאתנכפילאזאםכייחידיהפתרון 𝑥𝑎 = 𝑏

.ולכן,ואזב-זהה)תוצאהנקבלהאיבראותואתהאגפיםמשנינכפילאם 𝑎−1(𝑥𝑎)𝑎−1 = 𝑏𝑎−1𝑥 = 𝑏𝑎−1

.אזאםהצמצום,חוקמסקנה: 𝑥𝑎 = 𝑦𝑎𝑥 = 𝑦

.מסומן.ש-כךביותרהקטןnה-איבר),לכלמוגדראיבר(לאשלהגדרה-סדר 𝑎𝑛 = 𝑒𝑜𝑟𝑑(𝑎)

דוגמא: סדר של איבר בחבורת התמורות (חילוף, המעגל המלא) סדר של איבר בחבורת השאריות.

)Zלדוגמאלאינסופיתנכון(לא.ל-שווהאוקטןסדרקייםאיברלכלאזסופיתחבורהGאםטענה: 𝑎|𝐺|
ב-ונתבונןאיברים,nישGב-כינניחביותר.הקטןגםקייםואזmקייםכילהוכיחמספיקהוכחה:

מהיר)(הסברהיוניםשובךעקרוןלפי. 𝑎, 𝑎2, 𝑎3,...., 𝑎𝑛+1

ומתקייםאזב-האגפיםשניאתנכפיל.ש-כךיש 𝑖 < 𝑗𝑎𝑖 = 𝑎𝑗𝑎−𝑖𝑎𝑖𝑎−𝑖 = 𝑎𝑗−𝑖𝑚 = 𝑗 − 𝑖 > 0

.𝑎𝑚 = 𝑎𝑖−𝑖 = 𝑎0 = 𝑒

הגדרה:
חבורה.היאאם)(ומסמניםחבורהתתנקראתחבורה.תהא < 𝐺, *>𝐻 ⊆ 𝐺𝐻 ≤ 𝐺< 𝐻, * |

𝐻×𝐻
>

משפט:
אמ״ם:אזי.ו-חבורהתהא < 𝐺, *>𝐻 ⊆ 𝐺𝐻 ≤ 𝐺

1.𝑒
𝐺

∈ 𝐻

*.לפעולהסגורה.2 𝐻

3..∀ℎ ∈ 𝐻. ℎ−1 ∈ 𝐻

הוכחה:
לפעולה.סגורהאזהגדרהלפיאזחבורה,תתכינניח < 𝐻, * |

𝐻×𝐻
>* |

𝐻𝑥𝐻
: 𝐻𝑥𝐻 → 𝐻𝐻

המשוואות:מתקיימות.כינוכיח,Hלאיברביחסלחיבורניטרליאיברקיים 𝑒
𝐻

𝑒
𝐻

= 𝑒
𝐺

𝑒
𝐻

* 𝑒
𝐻

= 𝑒
𝐻

= 𝑒
𝐻

* 𝑒
𝐺

יחידה)איבראותוהואהיחידהאיברכיהוכחנו(כברההופכיהאיברמיחידות.כינובעהצמצוםחוקלפי 𝑒
𝐻

= 𝑒
𝐺

ℎ∀.כינובע ∈ 𝐻. ℎ−1 ∈ 𝐻



ל-*נייטרלי,עלאסוצייטיביתבינאריתפעולהאכןאז),3)-(1(מקייםכינניחהשני,בכיוון 𝐻 ⊆ 𝐺* |
𝐻×𝐻

𝐻𝑒
𝐺

חבורה.Hלכןהופכי.איברישאיברלכלכיודאגנו,Hב-בטחאזGב-

דוגמאות:
1.ZבתוךQ.חיבור.עם
2.QבתוךRכפל.עם
הטריוויאליתהחבורהנקראתאזחבורהGאםכלליבאופן.3 {𝑒

𝐺
} ≤ 𝐺

הממשי.והציר-יותnחיבורעםR^2על.4
במקום.1אתשמשאיריםהאיבריםוכלאיברים5עלהתמורותחבורת.5

הבא:באופןGב-שקילותיחסנגדירתהאהגדרה: 𝐻 ≤ 𝐺𝑔
1
∼

𝐻
𝑔

2
⇔ 𝑔

1
· 𝑔

2
−1 ∈ 𝐻

הוכחה כי זה יחס שקילות:
רפלקסיבי כי איבר היחידה.

𝑔סימטרי:
2
𝑔

1
−1 = (𝑔

1
𝑔

2
−1)−1 ∈ 𝐻

טרנזיטיבי: ברור.

חיבור?עםQמודולוRעושיםכאשרקורהמההשאריות,חבורתדוגמא:

שמאלי)קוסטאוco-set(נקראמסמניםולכןמהיהערה: [𝑔]
∼

𝐻

= {𝑔ℎ| ℎ ∈ 𝐻}[𝑔]
∼

𝐻

= 𝑔 · 𝐻

עוצמה:שוותהןשקילותמחלקותשתילכלטענה: 𝑔
1
𝐻, 𝑔

2
𝐻

,𝑓: 𝑔
1
𝐻 → 𝑔

2
𝐻 𝑓(𝑥) = 𝑔

2
𝑔

1
−1𝑥

|𝐺|בבדידה)פעםשראינותרגיל(אפילו:1חשובהמסקנה = |𝐻| · |𝐺/∼
𝐻

|

כ-מגודרGבחבורהחבורהתתשלהאינדקסהגדרה: 𝐻[𝐺: 𝐻] = |𝐺/∼
𝐻

|

.ומתקייםאתמחלקתאזו-סופיתחבורהאם:2חשובהמסקנה 𝐺𝐻 ≤ 𝐺|𝐻||𝐺|[𝐺: 𝐻] = |𝐺|
|𝐻|

אזב-נתבונןב-דוגמא: 𝑍 × 𝑍<  < 1, 0 >  >𝐺/∼
𝐻

" = "𝑍

.6אתמחלקשאכןהואשלהסדרב-נתבונןחיבור.עםחבורה 𝑍
6

< 2 >≤ 𝑍
6

23

חוגים

מקיימות:אשרRעלבינאריותפעולותהןבאשרשלשהזוחוג < 𝑅, +, *>+, *
חילופית.חבורההיא.1 < 𝑅, +>
.Rעלאסוצייטיביתבינאריתפעולההיא.2 *
,𝑎.לכלהפילוג:חוק.3 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅.  𝑎 * (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 * 𝑏 + 𝑎 * 𝑐



חוג עם יחידה- אם קיים איבר יחידה בכפל.
חוג חילופי- אם הכפל חילופי.

סימונים:
0.בחיבורניטרליאיבר

𝑅

1.בכפלניטרליאיבר
𝑅

.𝑛 + 1
𝑅

= 𝑛
𝑅

+ 1
𝑅

.ב-מסומןלחיבורהופכיאיבר − 𝑎

𝑎−1.מסומןבכפלהופכיאיבר

,Z,Rדוגמא: Z_n,עבור(גםnראשוני)לא

Rחוגמעלהפולינומיםחוגחשובה:דוגמא
,Xבמשתנהפורמליפולינוםנקראתסדרהפולינום:הגדרת 𝑝: 𝑁 → 𝑅

.,שלכלכךNקייםאם 𝑛 ≥ 𝑁𝑝(𝑛) = 0
𝑅

כאשרו-מסמנים 𝑝(𝑘) = 𝑝
𝑘

𝑝 = 𝑝
0
𝑋0 + 𝑝

1
𝑋1 + 𝑝

2
𝑋2.... + 𝑝

𝑁
𝑝

𝑋
𝑁

𝑝

).pשלהמעלה(נקרא 𝑁
𝑝

= 𝑚𝑖𝑛(𝑁| ∀𝑛 ≥ 𝑁. 𝑝
𝑛

= 0)

סוגריים:לחיבורמתאיםפולינומים:חיבור (𝑝 + 𝑞)(𝑛) = 𝑝(𝑛) + 𝑞(𝑛)

(𝑝
0
𝑋0 + 𝑝

1
𝑋1 + 𝑝

2
𝑋2.... + 𝑝

𝑁
𝑝

𝑋
𝑁

𝑝) + (𝑞
0
𝑋0 + 𝑝

1
𝑋1 + 𝑝

2
𝑋2.... + 𝑝

𝑁
𝑞

𝑋
𝑁

𝑞)

כפל פולינומים: מתאים לכפל סוגריים (קונבולוציה)

(𝑝
0
𝑋0 + 𝑝

1
𝑋1 + 𝑝

2
𝑋2.... + 𝑝

𝑁
𝑝

𝑋
𝑁

𝑝) · (𝑞
0
𝑋0 + 𝑝

1
𝑋1 + 𝑝

2
𝑋2.... + 𝑝

𝑁
𝑞

𝑋
𝑁

𝑞)

(𝑝 + 𝑞)(𝑛) =
𝑘=0

𝑛

∑ 𝑝
𝑘
𝑞

𝑛−𝑘

𝑝.לכפלהניטרליהאיברהאפסים,סדרתלחיבור-ניטרליאיבר = 1
𝑅[𝑋].מסומןיחידהעםחילופיבחוגמדוברכיעצמאיתלבדוקישאבלהפולינומיםחוגעלבהמשךנרחיב

טענות:
מונואידים).עבורההוכחהאתראינו(כבריחידים.1 0

𝐺
, 1

𝐺
, − 𝑎

2.∀𝑥 ∈ 𝐺. 0
𝐺

𝑥 = 0
𝐺

הטריוויאלי).החוג(נקראאזאם.3 0
𝐺

= 1
𝐺

𝐺 = {0
𝐺

}

4.(− 1
𝐺

)𝑥 =− 𝑥

.אזאםהבינום,נוסחת.5 𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥(𝑥 + 𝑦)𝑛 =
𝑘=0

𝑛

∑ 𝑏𝑖𝑛(𝑛, 𝑘)
𝑅

𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘



בבדידה.שראינוכמווההוכחההפילוגמחוקנובעפשוטזה5הוכחה:
.ונקבל:אתהאגפיםמשנינחסיר,2עבור 0

𝐺
𝑥 = (0

𝐺
+ 0

𝐺
)𝑥 = 0

𝐺
𝑥 + 0

𝐺
𝑥0

𝐺
𝑥0

𝐺
𝑥 = 0

𝐺

.ולכן,3עבור 𝑥 = 1
𝐺

𝑥 = 0
𝐺

𝑥 = 0
𝐺

𝐺 = {0
𝐺

}

𝑥,4עבור + (− 1
𝐺

)𝑥 = 1
𝐺

𝑥 + (− 1
𝐺

)𝑥 = (1
𝐺

+ (− 1)
𝐺

)𝑥 = 0
𝐺

𝑥 = 𝑥

יש הרבה מה לומר על חוג אבל נעצור כאן.

תחום שלמות ושדה

ש-כךוקייםאם,0מחלקנקראאיברחוג.Rיהיהגדרה: 𝑎 ∈ 𝑅𝑎≠ 0
𝑅

𝑏 ≠ 0
𝑅

𝑎 · 𝑏 = 0
𝑅

.0מחלקיאיןאםשלמותתחוםנקראיחידהעםחילופיחוגהגדרה:

חוג.וכןשלמותתחוםלאאז.0מחלקיישולכן,ב-נתבונןדוגמא: 𝑍
4

[2]
4

· [2]
4

= [0]
4

הזה?השגויהניסוחאתלתקן(איךאזהצמצום):שלמות(חוקבתחוםחשובהתכונה 𝑎 * 𝑏 = 𝑎 * 𝑐𝑏 = 𝑐
)0לאaכינדרוש

.....𝑎−1שגויה:הוכחה
.ולכןלכןאוולכןנכונההוכחה 𝑎 * (𝑏 + (− 𝑐)) = 0

𝐺
𝑎 = 0𝑏 + (− 𝑐) = 0

𝐺
𝑏 + (− 𝑐) = 0

𝐺
𝑏 = 𝑐

מבנה שנדבר עליו הרבה בקורס הוא שדה.

הגדרה(שדה):
אם:שדהנקראיחידהעםחילופיחוג < 𝐺, +, *>

חבורה..1 < 𝐺\{0
𝐺

}, *>

2.0
𝐺

≠ 1
𝐺

דוגמאות:
R,Q,Z_2,Z_3,Z_5

שלמות.תחוםFאזישדה,Fיהיטענה:
הוכחה: ההוכחה השגויה ממקודם.

שדה.לאאזפריקnאםכלליובאופןשדהלאמסקנה: 𝑍
4

𝑍
𝑛

שדה.לאזהולכן0מחלקיישהוכחה:

שדה.Fאזסופישלמותתחוםאםמשפט: 𝐹 ≠ {0
𝐺

}

הוכחה: צריך להוכיח קיום של איבר הופכי, וההעתקת ההכפלה חח״ע ולכן על ולכן יש הופכי.

מאפיין ו״השלמים״ של שדה



קודםכמורקורסיביבאופןנגדירשדה,Fיהיהגדרה:
.ו- (𝑛 + 1)

𝐹
= 𝑛

𝐹
+ 1

𝐹
= 1

𝐹
+ 1

𝐹
+... + 1

𝐹
(− 𝑛)

𝐹
=− 𝑛

𝐹

וכפלחיבורמשמרתזופונקציה.פונקציהמגדירזה λ𝑛 ∈ 𝑍.  𝑛
𝐹

𝑙.תרגיל:
𝐹

+ 𝑘
𝐹

= (𝑙 + 𝑘)
𝐹
     ,     𝑙

𝐹
* 𝑘

𝐹
= (𝑙 * 𝑘)

𝐹

אםש-כךביותרהקטןהמספרהינומסומן,Fשדהשלהמציין(המאפיין)הגדרה: 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹)𝑝
𝐹

> 0𝑝
𝐹

= 0
𝐹

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹).אזכזה,קייםלאואםכזה,קיים = 0

ראשוני.אזעםשדהיהיטענה: 𝐹𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹) > 0𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹)
סתירה.,0ֿמחלקיאיןאבלהתרגילולפיאחרת,הוכחה: 𝑝 = 𝑛 · 𝑚𝑝

𝐹
= 𝑛

𝐹
· 𝑚

𝐹
= 0

𝐹

ביותר.הקטןש-לכךבסתירה0שווהמבינהםאחדאז 𝑝
𝐹

הוכיחו הפריכו:תרגיל:
.אזאםא. 𝑎 =− 𝑎𝑎 = 0

𝐹

אזאםאזאםב. 𝑐ℎ𝑎(𝐹) ≠ 2𝑎 =− 𝑎𝑎 = 0
𝐹

.ו-לפעולותביחסשדההואאםשדהתתהגדרה: 𝐹' ⊆ 𝐹+ |
𝐹'×𝐹'

* |
𝐹'×𝐹'

.RשלשדהתתQדוגמא:

אמ״ם:שדהמשפט: 𝐹' ⊆ 𝐹
.לפעולותסגורה.1 𝐹'+, *
2..0

𝐹
, 1

𝐹
∈ 𝐹'

3..∀𝑎 ∈ 𝐹'\{0
𝐹
}. − 𝑎, 𝑎−1 ∈ 𝐹'

אזעםשדהיהיהוכחה)למה:(ללא 𝐹𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹) > 0
.שלסופישדהתתמהווה.1 𝐹

0
= {𝑘

𝐹
 | 𝑘 ∈ 𝑍}𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹)

𝐹.ו-.2
0

≃ 𝑍
𝑝

.Fב-Qשלשיכוןישאזאםהוכחה)למה:(ללא 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐹) = 0



דיון על איזומורפיזמים וסוגי הומומורפיזם/ הפימורפיזם/ מונומורפיזם/ איזומורפיזם (קבוצות, גרפים, סדרים,
חבורות, חוגים, שדות)


